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Abstrakt

Nazev prace: Vybrané metody feSeni uloh smiseného celociselného programovani
Autor: Veronika Pickova
Katedra: Katedra ekonometrie

Vedouci prace. Mgr. Jana Seknickova, Ph.D.

Tato prace se zabyva tlohami smiSené¢ho celociselného programovani a metodami jejich
teseni. Ctenaf je v prvni &asti nejprve uveden do problematiky celoGiselného programovéni
a poté, v druhé ¢asti, seznamen s riiznymi metodami feSeni. V této praci se jedna konkrétné
0 moznost vypoctu bez podminek celociselnosti a naslednému zaokrouhleni, metodu
vétveni a mezi a Gomoryho metodu. Cilem této prace je seznamit Ctenare i s dalsi
metodou, konkrétné¢ s Bendersovou dekompoziéni metodou. Dekompozi¢ni metody
Vv podstat¢ tlohu rozkladaji na dvé casti, a to na Cast, kterd tesi tlohu s podminkami
celociselnosti, a na ¢ast bez podminek celociselnosti. Veskeré pouzité metody jsou
doplnény ilustrativnim piikladem pro ndzornéjsi pochopeni. Tteti ¢ast prace je nasledna
aplikace vysvétlenych metod na konkrétnim ptikladu.

Klicova slova: smiSené celoCiselné programovani, metoda vétveni a mezi, Gomoryho
metod, Bendersova dekompozice

Abstract

Title: Selected methods for solving mixed integer programming problems
Author: Veronika Pickova

Department: Department of Econometrics

Supervisor: Mgr. Jana Seknickova, Ph.D.

This final thesis work is dealing with the problems of mixed integer linear programming
and their possible methods of solving. The reader will be introduced to the issues of integer
programming in the first part of the work. There follow the different methods of solving
in the second part, concretely the possibility of solving without the integer constraints
and rounding the solution, the branch and bound method and the Gomory’s method.
The purpose of this work is to inform the reader about the Benders decomposing
algorithm. Decomposing methods divide the original problem into two parts: a part with
the constraints of integrity and a part without them. All of the explained methods
are supported by illustrative examples. The third part of this thesis is the application
of used methods to a concrete problem.

Keywords: mixed integer linear programming, branch and bound method, Gomory’s
method, Benders decomposition
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Uvod

Uvob

Ustfednim tématem této bakalarské prace jsou metody, které hledaji feseni uloh smiseného
celociselného linedrniho programovani.

S podminkami celoCiselnosti, at’ jiz pro vSechny proménné ¢i jen pro né&jakou jejich cast,
se v realném svéte Clovek setka velmi Casto. Jedna se pfitom 0 rozli€né obory lidské ¢innosti,
napiiklad vyrobni pldnovani nebo investiéni modely. Tyto podminky celoCiselnosti ¢asto
samy vyplyvaji z ekonomické podstaty dané¢ho problému.

Napriklad rizné praktické ulohy planovéani a fizeni obvykle obsahuji velké mnozstvi
proménnych, stejné tak 1 vysoky pocet omezujicich podminek. Navic tyto proménné
a podminky jsou spolu rtuzné propojené. V praxi, tedy v ekonomickém systému, dochazi
k tomu, ze jsou jednotlivé ulohy a zodpovédnosti rozdéleny mezi rtizné organy daného
systému. Je snaha 0 dosaZeni toho samého i v matematickém modelu: rozlozeni obsahlé ulohy
na n¢kolik Uloh menSich, které nejsou vypocetné tak narocné. Mimoto, ekonomicka
interpretace takto zjednodusenych uloh byva snazsi, prehlednéjsi a pochopitelné;jsi.

Samotna price je rozdélena do dvou &asti, pii¢emz ta prvni je teoreticka. Ctenaf
zde bude seznamen S vybranymi metodami feSeni smisené celoCiselnych tloh, jejich
algoritmem a pro snazsi pochopeni je v praci uveden i ilustra¢ni priklad.

4

Cilem druhé c¢asti této prace je aplikace vybranych dekompozi¢nich metod na konkrétni
praktickou ulohu, jejich néasledné porovnani a srovnani z hlediska vypocetni a casové
narocnosti, a vyjadfeni se k vhodnosti pouziti pro danou konkrétni tilohu. Pro ziskéani feSeni
budou pouzity, jak softwarové produkty jako Lingo 11.0, LinPro, MS Excel, tak alesponl
CasteCné rucni vypocty.
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1 CELOCISELNE PROGRAMOVANI

1.1 UvOD DO CELOCISELNEHO PROGRAMOVANI

V ramci linearniho programovani je mozné se setkat s ruznymi specialnimi ulohami.
Jednou ztéchto uloh je celo¢iselné linearni programovani. Jeho hlavnim znakem
jsou podminky celoc¢iselnosti, které vyzaduji, aby hodnota jedné ¢i vice proménnych
byla celé ¢islo. Je mozné tedy rozlisit tlohy ryze celoc¢iselné, pokud je kladen pozadavek
celociselnosti na vSechny proménné, a smisen¢ celociselné ulohy, kdy je tento pozadavek
kladen pouze na urcitou podmnozinu proménnych. Specifickym pfipadem ryze
celoc¢iselnych uloh jsou napiiklad Glohy bivalentni, ve kterych proménné mohou nabyvat
pouze hodnot 0 nebo 1.

Podminka celociselnosti vychazi z podstaty daného problému. Pokud v ekonomickém
modelu, ze kterého vychazi, urCuje uroven procesu, tedy napiiklad pocet kusii vyroby
néjakého vyrobku, je ziejmé, Ze v matematickém modelu musi byt hodnota odpovidajici
proménné celoCiselnd. Bylo by nesmyslné naptiklad prodavat 2,5 Zidle. Nicméné& pokud
je tloha rozsahla, je mozné od nékterych podminek celodiselnosti upustit. Naptiklad
velkopekarna, kterd kazdy den upece néckolik stovek tisic rohlikd, mtze tuto podminku

zanedbat, protoze vznikla ztrata je zanedbatelna.

V nékterych modelech nemusi byt implicitné napsana podminka celociselnosti,
avsak pro ziskani feSeni, nebo uleheni jeho ziskéni, je tfeba zavést umélé celoCiselné
proménné. Ptikladem muize byt uloha s fixnimi naklady, ve které je jedna cast nakladi
pevné dana a druha je variabilni. Pro lep$i pochopeni lze uvazovat piiklad z [3, str. 319]
dopravniho problému s fixnimi naklady, kde

ai, 1=1, 2, ... m, jsou kapacity vyroby,

b, j=1,2, ... n,jsou pozadavky zakaznikd,

n je pocet zdkaznik,

Cij jsou naklady na vyrobu a dopravu z mista i k zakaznikovi j,
ki jsou jednorazové naklady spojené s kapacitami a;,

z je hodnota ucelové funkce,

Xij je piepravované mnozstvi mezi mistem i a odbératelem j,
fij je pomocna proménna,

yi je binarni proménna, a je ur¢ena podle hodnoty Xij.

2
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Ugelova funkce je tvofena celkovymi naklady a v modelu je snaha o jeji minimalizaci.

Necht’ je matematicky model tlohy nasledujici

m n
minz = ZZfijxl-j,

i=1j=1

za podminek

kde

_ Cijxij + ki' pOkUd xij >0
fijxij = { 0, pokud x;; = 0,

proi=1,2,..,m, j=12,..,n

Tento zapis je moZné zménit zavedenim binarni proménné Yj. V tomto piipad¢ dochazi

ke zméné modelu na smiSené celoCiselny.

1, pokudx;; >0
Yij {O, pokud x;; = 0.

Po zavedeni binarni proménné yj; se zméni zapis tlohy nasledujicim zpisobem:

m
Z Z(Cuxu + kuyu)

i=1j=1
za podminek
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V praxi je mozné se Setkat sulohami celociselného programovani velmi Ccasto.
Jak uvadi [2, str. 258], feseni takovychto uloh je vypocetné velmi naro¢né, byt existuji
rizné algoritmy, u kterych je za urc¢itych podminek dokazana konvergence k optiméalnimu
feSeni. Nekteré ulohy jsou tak rozsadhlé a obsahuji tak velké mnozstvi proménnych
a omezujicich podminek, Ze navzdory neustile se vyvijejicim technickym prostiedkim,
neni mozné tyto ulohy vytesit v kratkém case, pokud viibec software dojde k né¢jakému
feseni.

Jak jiz bylo zminéno, existuji rizné algoritmy, které dle [1, str. 115] mtzeme rozdélit
podle charakteru do nasledujicich skupin:

1. metody feznych nadrovin,
2. kombinatorické metody,
3. specialni metody.

Existuji ale i dals$i zplisoby dé¢leni a c¢lenéni, nebo metody, které nejdou jednoznacné
zatadit. Jako ptiklad dalsich metod Ize uvést napiiklad metodu dynamického programovani
nebo nékteré heuristické metody.

Tato prace bude zaméfena pouze na nékolik vybranych metod, které budou blize popsany
v kapitole 2 Metody fteSeni uloh smiSeného celo¢iselného linearniho programovani,
a to z divodu omezeného rozsahu této prace.

1.2 FORMULACE ULOHY SMISENEHO CELOCISELNEHO
PROGRAMOVANI

Jak uvadi [4, str. 9], obecnym tvarem ulohy smiSeného celociselného linearniho
programovani je uloha maximalizace linearni funkce stim, Ze nezavisle proménné
musi spliiovat soustavu omezeni ve tvaru soustavy linearnich rovnic nebo nerovnic,
anckteré znich jeSt€ musi spliovat podminku celociselnosti, zatimco jiné mohou
byt necelociselné.

Ulohu pak Ize zapsat ve tvaru
max { cTx + dTy:Ax + Dy < b,x€ Z},y € R},

kde Z, je mnozina celych nezapornych ¢isel,

R, je mnozina nezapornych realnych ¢isel,

c’ je n-slozkovy vektor cen celociselnych proménnych,

d" je p-slozkovy vektor cen necelogiselnych proménnych,

A je matice m x n koeficienti m omezeni a n celo¢iselnych proménnych,

4



Celociselné programovani

D je matice m x p koeficientd m omezeni a n necelo¢iselnych proménnych,
b je m-slozkovy vektor pravych stran, pficemz hodnoty pravych stran mohou nabyvat
libovolnych hodnot (tedy i zapornych).

Mnozinu pfipustnych feSeni 1ze oznacit nasledujicim zplisobem
S={x€ Z}y€RP:Ax + Dy < b}.

Tato mnozina obsahuje vektory (X, Y), které spliiuji soustavu omezujicich podminek,
a zaroven jsou vSechny slozky vektoru X nezaporné a celociselné, zatimco slozky vektoru

Yy jsou nezéporné, ale mohou byt i necelociselné.

Pro pochopeni problematiky je nutné, aby se Ctenaf seznamil s nékterymi zakladnimi
pojmy, které budou v této praci uzivany. Vysvétleni jednotlivych pojmu je pievzato
z[1, str. 17, 82].

Ekonomicky model je takovy model, ktery popisuje realny systém Stim, Ze se jedna
K nému vytvofeny matematicky model popisuje ekonomicky model za pomoci
rovnic a nerovnic. V tomto stavu jiz je problém feSitelny standardnimi vypocetnimi

postupy.

Nepripustné freSeni je takové feSeni, které poruSuje alespoil jednu z omezujicich
podminek tlohy. Oproti tomu mize existovat pFipustné ieSeni, které neporusuje ani jedno
z vlastnich omezeni, ani podminky nezapornosti nebo celociselnosti. Optimalni FeSeni
je pak nejlepsi ze vSech ptipustnych feseni (dosahuje nejvyssi hodnoty pro maximalizaéni
ulohy a nejniz$i pro tlohy minimalizacni).

Simplexova metoda je specialni iterac¢ni postup pro feSeni tloh linearniho programovani.
Tuto metodu lze nastudovat naptiklad v [2, od str. 81].

1.3 MNOZINA PRiIPUSTNYCH RESENI V LINEARNIM
PROGRAMOVANI

Pro ulohy linearniho programovani plati, Ze mnoZina pfipustnych feSeni je konvexni
polyedricka mnozina, viz obrazek 1. Tato mnozina je tvofena prinikem kone¢ného poctu
nadrovin a ma konecny pocet krajnich bodi. Toto tvrzeni obecné neplati v tilohach
celocCiselného programovani.
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Obriazek 1: MnoZina pripustnych FeSeni tilohy linearniho programovani

Mnozina piipustnych feSeni ulohy ryze celoCiselného programovani je tvofena
jednotlivymi izolovanymi celoCiselnymi body, viz obrazek 2. Pokud je tato mnozina
pripustnych feSeni Stvofena malym poétem bodl, je mozné pouzit nekterou
z enumerativnich metod, také oznaCovanych pojmem metody hrubé sily, ve kterych
jde o vypocteni hodnoty tcelové funkce Vkazdém bodé mnoziny piipustnych feSeni
anasledné vybrani toho bodu, jehoz hodnota ucelové funkce je optimalni (nejvyssi pro

maximaliza¢ni ulohu, respektive nejnizsi pro tlohu minimaliza¢ni).

Obrazek 2: MnoZina pripustnych FeSeni tilohy ryze celociselného programovani
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Ve dvourozmérnych ulohach smiSeného celoc¢iselného programovani, kde jedna
proménna je celoCiselna a druha libovolna, je mnozina pfipustnych feSeni tvofena
soustavou rovnobéznych tseéek s jednou z 0s, viz obrazek 3. V ptipad¢ tlohy znazornéné
na obrazku 3 jsou hodnoty x celoCiselné, hodnoty y mohou byt i neceloCiselné,
za predpokladu, ze spliiuji ostatni vlastni omezeni ulohy. Ve tfirozmérné tloze muze
byt mnozina pfipustnych feSeni tvofena rovnobéznymi plochami, jejichz vzdalenost
je jedna. Tato mnozina pfipustnych feSeni ov§em miize byt také tvofena rovnob&znymi
pfimkami nebo tuseCkami. Pokud je iloha vicerozmérna, je velice tézké piedstavit si,
jak vypada mnozina pfipustnych feseni.

Obrazek 3: MnoZina piipustnych FeSeni ilohy smiSeného linearniho programovani
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2 METODY RESENI ULOH SMISENEHO
CELOCISELNEHO LINEARNIHO PROGRAMOVANI

Vzhledem ktomu, Ze existuje mnoho rozlicnych metod pro feSeni wUloh smiseného
celoCiselného linearniho programovani, budou v této praci vysvétleny pouze nékteré,
a to z diivodu rozsahu této prace.

2.1 METODA ZAOKROUHLOVANI

Jednou z metod feSeni tlohy celo¢iselného programovani je primarni zanedbani podminek
celociselnosti. Uloha se feSi vhodnou metodou linearniho programovani, naptiklad
simplexovou metodou, a kone¢ny vysledek se upravi zaokrouhlenim na cela ¢isla.

Tato metoda je nepfesna a fteSitel se muze dopustit velkych chyb pfi jejim pouzivéni.
Nicméné v praxi se zaokrouhleni pouziva a to v situaci, kdy je zfejmé, ze chyba, ktera
vznikne, je piijatelna [6, str. 57].

Pti zaokrouhlovani vysledku smérem doli se mize dojit k feSeni tlohy, jehoz ucelova funkce
dosahuje nizs$i hodnoty (u maximaliza¢ni Ulohy) nez je u optimalniho feSeni. Naopak,
pfi zaokrouhlovani smérem nahoru, je mozné dosdhnout neptipustného feSeni. MlZze ovSem
nastat pfipad, kdy to bude obracené: pii zaokrouhleni smérem doli se ziska neptipustné feSeni
nebo zaokrouhlenim smérem nahoru se ziskd hodnota ucelové funkce, kterd je nizsi
nez hodnota optimalni. Nadto, v pfipad¢, kdy uloha nema zadné celoCiselné feSeni, nemusi
se k tomuto zavéru vibec dojit.

Na druhou stranu, nékteré typy uloh nejsou ovlivnény zanedbanim téchto podminek
a zachovavaji si feSeni celociselné. Jedna se ptredevsim o tlohy pfifazovaciho a dopravniho
problému, pokud jsou ovSem hodnoty pravych stran celoc¢iselné.

Nyni bude uveden piiklad, na kterém bude ukazano, jak se méni vysledek v zavislosti
na zplsobu zaokrouhlovani.

z = 3x; + 2x, + 5y — max

za podminek

10x; + 15x, + 7y < 250,
x;1 + 3x, + 8y < 50,
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xj =0, celé,
}G;Z(l

Nejprve byl zadan model vrovnicové formé¢ do programu LINGO 11.0, véetné podminek
celociselnosti, viz model v Lingu 1.

Model:
max = 3*x1 + 2*x2 + 5*y;
10*x1 + 15*x2 + 7*y <= 250;
x1 + 3*x2 + 8*y <= 50;
@gin(x1l);
@gin (x2);
End
Model v Lingu 1

Po provedeni vypocétu simplexovou metodou bylo ziskano optimalni feSeni, viz vystup
zLinga 1. Toto optimalni feSeni se nechd zapsat ve form& x° = (22; 0)',
y*' = (3,5) a optimalni hodnota t&elové funkce jako z°" = 83,5.

Global optimal solution found.

Objective value: 83.50000
Objective bound: 83.50000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 3

Variable Value Reduced Cost

X1 22.00000 -2.375000

X2 0.000000 -0.1250000

Y 3.500000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 83.50000 1.000000

2 5.500000 0.000000

3 0.000000 0.6250000

Vystup z Linga 1

Model této samé ulohy bez uvazovani podminek celociselnosti jsou zapsany v modelu z Linga
2. Po provedeni vypoctu je ziskano optimalni feSeni, které je zapsano ve vystupu z Linga 2.
Toto feSeni 1ze zapsat ve form& x,°" = (22,6; 0)", y.°" = (3,42) a z,™" = 84,93.

Model:
max = 3*x1 + 2*x2 + 5*y;
10*x1 + 15*x2 + 7*y <= 250;
x1 + 3*x2 + 8*y <= 50;
End
Model v Lingu 2

Global optimal solution found.

Objective value: 84.93151
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
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Variable Value Reduced Cost
X1 22.60274 0.000000

X2 0.000000 3.095890

Y 3.424658 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 84.93151 1.000000

2 0.000000 0.2602740

3 0.000000 0.3972603

Vystup z Linga 2

Je vidét, ze jedna slozka vektoru X porusuje podminku celociselnosti, ktera je na ni kladena,
a proto je nutné tuto proménnou zaokrouhlit na celé ¢islo. Jednotliva feSeni jsou uvedena
v tabulce 1. V poslednim tadku je uvedeno optimalni feSeni s podminkami celoCiselnosti.
V prvnim tadku je uvedeno feseni bez podminek celo¢iselnosti. Druhy a tieti fadek oznacuji

pripady zaokrouhleni nahoru, respektive doli.

X3 X; y z
1) 22,60 0,00 3,42 84,93
2) 23,00 0,00 3,42 86,10
3) 22,00 0,00 3,42 83,10
4) 22,00 0,00 3,50 83,50

Tabulka 1: Prehled jednotlivych FeSeni

Je vidéet, Ze se jednotliva feSeni pohybuji kolem optima, nicméné piti zaokrouhleni nahoru
je hodnota tcelové funkce nadhodnocena a pii zaokrouhlovani dolti zase podhodnocena.
Navic pii kontrole, zda jsou dodrzeny vSechny podminky zadané ulohy, se ukazuje,
ze pti zaokrouhleni nahoru je =ziskané feSeni nepfipustné, protoZze jsou poruSeny
ob¢ podminky:
10x; + 15x, + 7y < 250,
x; + 3x, + 8y <50,

10-23+15-0+7-3,42 = 253,94 > 250,
23+0+8-3,42 =50,36 > 50.

Z tabulky 1 je zfejmé, ze timto zplisobem nebylo dosazeno optimalniho feseni. Navic, mize
nastat situace, kdy zaddné z feSeni neni piipustné a tim padem, musi feSitel pouzit néjakou
jinou metodu feSeni ulohy. Tato konkrétni uloha byla velmi mal4, a proto i vypocet
byl kratky, nicméné pro rozsahlejsi ulohy miize byt vypocet narocny.
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2.2 KOMBINATORICKE METODY

Kombinatorické metody vychazeji z predpokladu, Ze existuje konecny pocet feseni. Pro ulohy
ryze celociselného typu to je konecny pocet feSeni, pro tlohy smiSené se jednd o konecny
pocet kombinaci hodnot celoCiselnych proménnych. Tyto metody se snazi efektivné

prohledavat mozna feSeni ¢i jejich kombinace.

2.2.1 METODA VETVENI A MEZi (LAND A DOIG)

Jedna se o metodu formulovanou autorkami Land a Doig, kterou je mozné aplikovat
jak naryze, tak na smiSené¢ celoiselné tulohy. Vzhledem k zaméfeni této prace,
zde bude popsan pouze piipad smiSenych celociselnych uloh linearniho programovani.
Postup pro ryze celo¢iselné tlohy je mozno nastudovat v [1, od str. 261].

Mezi algoritmy pro smiSené a ryze celoCiselné ulohy existuje jen nc¢kolik malo odliSnosti.
Pro vytvoteni dal§i vétve se vybira pouze mezi proménnymi S podminkou celo¢iselnosti.
Dale, existuje-li optimalni feSeni, pak je takové, ze vSechny proménné s celoCiselnym

omezenim toto omezeni spliiuji.

Postup spo&iva v rozdéleni celkové mnoziny piipustnych feseni X° odpovidajici ulohy
linedrniho programovani bez podminek celociselnosti na dil¢i podmnoZziny feSeni, které
jsou systematicky vyhodnocovany, dokud nejsou vyhodnocena vSechna ptfipustna feSeni.
ProtoZe se jednd o smiSenou celo¢iselnou tlohu, pouze nékteré proménné podléhaji podmince
celoCiselnosti, zatimco jiné proménné mohou nabyvat realnych nezapornych hodnot.

Nejprve je tieba definovat mnozinu vSech ptipustnych feseni bez podminek celociselnosti,
ktera je nasledujici

XO={x€RP,yeERP|AXx+ Dy <b,x=>0, y = 0}].

Uloha se fesi klasickym postupem, bez uvazovani podminek celodiselnosti, na mnozing
piipustnych feseni X°. ReSenim bude vektor x% = (29 x3,.., x0T a vektor
y° =L, ¥2, .., y)T s hodnotou tigelové funkee z°. Jednotlivé slozky vektoru x° je nutné
konfrontovat s podminkami celoCiselnosti.

Mohou nastat dvé situace: vté prvni feSeni vyhovuje vSem podminkam celociselnosti,
vypoctené feSeni je pripustné a konéi vypocet v dané vétvi. Pokud ovSem feSeni

podminkam celoc¢iselnosti nevyhovuje, je tfeba pokracovat ve vypoctu.
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Dochézi k tomu, Ze se piivodni mnoZina pripustnych feseni X° rozd&li, neboli bude provedeno
vétveni mnoziny, do dvou podmnozin X% a X% a to podle jedné proménné z vektoru x°
porusujici podminky celo¢iselnosti, napiiklad Xx. Jeji hodnota je oznacena jako xp.

U mnoziny X° se doplni podminka x; < [xP] a ziska se tak X%!, pfidanim podminky
x = [x0] + 1, kde [x2] je cel4 &ast hodnoty X, se ziska mnozina X*2,

Podmnoziny jsou tedy definovany nasledovné

XO = {x € X°| x < %]},
X%2 = {x € X% x;, = [x2] + 1}.

Klasickou metodou, bez uvazovani podminek celociselnosti, se spocitd optimdlni feSeni
pro ob¢ vétve. Resitel se dostdva do bodu, kdy feSeni bud vyhovuje vSem podminkam
celociselnosti, anebo, v opa¢ném piipadé, je nutné proces vétveni opakovat.

Soucasti algoritmu je definovani horni meze pro hodnotu ucéelové funkce v kazdé vétvi
(v ptipadé maximaliza¢ni ulohy, dolni meze pro lohu minimaliza¢ni). Horni mez v dané
vétvi odpovida hodnoté ucelové funkce, spocitané bez podminek celociselnosti. Stanoveni
téchto hornich mezi umoznuje uzavieni vétve, pokud spocitand hodnota ucelové funkce
(neboli horni mez) jenizsi nez hodnota ucelové funkce piipustného feSeni spocitaného
diive V jiné vétvi.

Existuji tfi zpisoby uzavieni vétve.

1. Ve vétvi je nalezeno feSeni pfipustné, tzn. celo¢iselné pro vSechny proménné, na které
jsou kladeny podminky celoc¢iselnosti.

2. Ve vétvi neexistuje pripustné feseni.

3. Ve vétvi existuje necelociselné feSeni, jehoz horni mez (pro maximalizacni ulohu)
hodnoty ucelové funkce je niz$i nez hodnota ucelové funkce pfipustného feSeni,
nalezeného v predchozich krocich vjiné vétvi. Pro minimalizaéni ulohu plati,
ze existuje neceloCiselné feSeni, jehoz dolni mez hodnoty ucelové funkce je vyssi
nez hodnota tcelové funkce ptipustného feseni.

Poté, co jsou uzavieny vSechny vétve, je tfeba vyhodnotit nalezena pfipustnad feSeni
a prohlasit, které je nejlepsi (tj. pro maximaliza¢ni tlohu to s nejvySs$i hodnotou ucelové
funkce). Mize se stat, ze optimalni feSeni pro danou ulohu neexistuje, a to tehdy, pokud
nebylo nalezeno zadné piipustné feseni v zadné vétvi.

Pro vétsi nazornost bude tato metoda aplikovana na ptikladu nadefinovaném v kapitole 3.1.

Nejprve se spocita optimalni feSeni pro ilohu nezahrnujici podminky celoc¢iselnosti, naptiklad
za pomoci programu LinPro. Ziskané fe$eni je uvedené v tabulce 2. ReSeni je mozné
zapsat ve formé x° = (22,6; 0)", y° = (3,42), z° = 84,93.
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Prom. X, X3 y Xa Xg b
X1 1 1,356 0 0,110 -0,096 22,60
y 0 0,205 1 -0,014 0,137 3,42
z 0 3,096 0 0,260 0,397 84,93

Tabulka 2: ReSeni iilohy bez uvazovani podminek celo&iselnosti

Toto feSeni neni pro Ulohu optimalni, protoze hodnota proménné X; porusuje podminku
celociselnosti. Mnozina piipustnych feSeni neceloCiselné¢ ulohy se rozdéli na dvé casti,
dvé vétve. Pro kazdou vétev se ptida jedna dalsi podminka, v tomto piipadé x; < 22 pro vétev
prvni, respektive X; > 23 pro vétev druhou.

Pokracuje se ve vypoétu vprvni vétvi. Po pfidani podminky x; < 22 Kk puvodnim
podminkam je ziskano feSeni obsazené v tabulce 3. Toto feSeni
x' = (22; 0,44)", y* = (3,33), hodnota ugelové funkce jako z* = 83,56.

se zapiSe jako

Prom. X1 X, y Xa Xg Xg b
Xz 0 1 0 0,081 -0,071 -0,737 0,44
y 0 0 1 -0,030 0,152 0,152 3,33
X1 1 0 0 0 0 1 22
z 0 0 0 0,010 0,616 2,283 83,56

Tabulka 3: Reseni tlohy po p¥idani podminky

Je vidét, ze toto feSeni opét nesplituje podminky celociselnosti, konkrétn€ hodnota promeénné
Xz tuto podminku poruSuje. Tato podmnozina se opét rozd€li na dvé cCasti. Pfidanim prvni
podminky X, <0, vzhledem k podmince nezapornosti proménnych upravené na Xx; =0,
se ziska podmnozina X a pfidanim podminky druhé x; > 1 se ziskd podmnozina X2,

Vzhledem k tomu, ze se pokracuje ve vypoétu ve vétvi s nejvyssi mezi, je tieba nejprve
pocitat X°? a az naslednd pokracovat v X" a X2t

Je tedy tfeba pokracovat s vypocty ve vétvi X%?s pridanou podminkou X; > 23.

Po pfidani podminky x; > 23 feSitel dospé&je k feseni, které je zobrazeno v tabulce 4.

Toto feseni miZe zapsat jako x* = (23; 0)', y* = (2,86) a z* = 83,29. Toto feseni spliuje
vSechny kladené podminky celoCiselnosti a vétev je uzaviena.

Prom. X1 X, y Xa X5 Xs Y1 b
y 0 2,143 1 0,143 0 1,429 -1,429 2,86
Xs 0| -14,143 0 -0,143 1 -10,429 10,429 4,14
X3 1 0 0 0 0 -1 1 23
z 0 8,714 0 0,714 0 4,143 -4,143 83,29

Tabulka 4: Reeni ilohy po p¥idani podminky
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Po pifidani podminky x; =0 (tedy X' model nyni obsahuje 2 ptvodni vlastni omezujici
podminky a 2 pfidané), se ziska feSeni obsazené v tabulce 5. Lze ho zapsat ve formé vektoru
x? = (22; 0)" y* = (3,5), z* = 83,5.

Prom. X1 X, y Xa X5 Xg Y1 b
X4 0 0 0 1 -0,875 -9,125| -12,375 5,5
Y 0 0 1 0 0,125 -0,125 -0,375 3,5
X1 1 0 0 0 0 1 0 22
X2 0 1 0 0 0 0 1 0
z 0 0 0 0 0,625 2,375 0,125 83,5

Tabulka 5: ReSeni tulohy po piidani podminky
Toto feSeni jiz spliiuje podminky celociselnosti, tato vétev timto vypoctem kon¢i.

Druha vétev X*? vychazejici z feseni x', y', z* je charakterizovana pfidanim podminky X, > 1.
Vypoltem se =ziskd feSeni obsazené vtabulce 6. Necha se zapsat vektorové
jako x* = (21,24; 0)', y® =(3,22) a hodnota ucelové funkce jako z* = 81,83. V tomto feseni
opét hodnota proménné X; porusuje podminku celoc¢iselnosti. Tato vétev je vsSak
uzaviena, protoze horni mez pro hodnotu ucelové funkce je nizsi, nez hodnota ucelové funkce

celociselného feseni, ke kterému se dospé€lo Vv predchozim kroku (z; = 83,5).

Prom. X1 X2 |y Xa X5 Xg X7 Y1 b
X3 1 0| O 0,110 -0,096 0 1,356 -1,356 21,25
X3 0 0| 1 -0,014 0,137 0 0,205 -0,205 3,22
Xg 0 0| O -0,110 0,096 1 -1,356 1,356 0,75
Xz 0 1, 0 0 0 0 -1 -1 1
z 0 0| O 0,260 0,397 0 3,096 -3,096 81,84

Poslednim krokem je porovnani
z hlediska ucelové funkce.

celocCiselnosti,

Tabulka 6: Re$eni iilohy po p¥idani podminky

vSech ziskanych feSeni,
V tomto konkrétnim ptikladu

kterd spliuji podminky
se budou

porovnavat hodnoty feSeni X, y? a x*, y*. Zadana uloha je maximaliza¢ni, a proto se zvoli

feSeni s vySsi hodnotou ucelové funkce. Optimalnim feSenim je tedy feSeni X, y2, s hodnotou

ucelové funkce 83,5.

VSechna vétveni a feSeni jsou zrekapitulovdna V obrazku 4, pficemZ optimdlni feSeni

je vizualné odliseno barevné.
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x0=(22,6; 0)
y0=(3,42)
20 = 84,93
=22
E= =23
x1=(22; 0,44) x4=(23;0)
yl=(3.33) y4=(2,9)
z1=83,56 z4 =83,29
1=
x= AL =1
%2 =(22;0) %3 =(21,24; 0)
y2=(3,5) y3=(3,22)
72 =83,5 z3=81,84

Obrazek 4: Prehled jednotlivych vétvi a jejich FeSeni

2.3 METODY REZNYCH NADROVIN

Jak je uvedeno v nadpisu kapitoly, pro tyto metody se pouziva oznafeni metody feznych
nadrovin, ale Ize se setkat i s oznaCenim metody se¢nych nadrovin, nebo v anglicting
cutting planes. Tyto metody je mozné pouzit jak na ryze, tak na smiSen¢ celo¢iselné tilohy

linearniho programovani.

Prvni krok spociva v nalezeni vychozi mnoZiny pfipustnych feSeni, spocitané bez uvazovani
podminek celociselnosti, jako tomu bylo u metody vétveni a mezi. Standardnim zptisobem
je vypocteno optimalni feSeni a Vkazdém nasledujicim kroku je pfidavano jedno
dodatecné omezeni, které odstrafiuje vzdy néjakou urcitou podmnozinu, kterd vSak
neobsahuje zadné pfipustné celoCiselné fteSeni, zato obsahuje neceloCiselné fteSeni
Z ptedchoziho kroku. Pro kazdou novou zizenou mnoZinu se piepocitava optimalni feSeni,
az je nalezeno optimalni feseni celoCiselné tlohy, pokud takové feseni existuje.
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2.3.1 GOMORYHO METODA

Tato ¢ast Cerpa z [4, str. 80], neni-li uvedeno jinak.

Gomoryho metoda pro ulohu smiSeného celo¢iselného programovani se od klasické
Gomoryho metody odliSuje pouze tvarem Gomoryho nerovnosti. Metody feSeni uloh ryze

celoc¢iselného linearniho programovani lze nastudovat v [2, od str. 265].

Prvnim krokem vypoctu je ziskdni optimalniho feSeni za ptedpokladu, Ze se vynechaji
podminky celo¢iselnosti. Toto FeSeni bude pravdépodobné porusovat alespon v jedné zakladni
proménné v s-tém kroku vypoétu podminku celo¢iselnosti. Radek, ktery porusuje podminku

celociselnosti, je definovan nasledujici rovnici
Xp, T Z asjx; = by,
JEN

kde xp_ je zédkladni proménnd, podléhajici podmince celociselnosti,

asj jsou transformované koeficienty s-t¢ho fadku simplexové tabulky pro j-tou proménnou,
Xj pfedstavuje j-tou proménnou,

N je mnozina nezakladnich proménnych,

bs znazornuje hodnotu pravé strany a miiZe byt necelo€iselna.

Pokud by vsechny nezikladni proménné byly rovny nule, ziskala by se rovnice xg = b,
ktera ovSem nemusi spliovat podminky celoc¢iselnosti. Libovolné ptipustné feSeni splituje

nasledujici rovnici:

xp, + Z asjx; = [bs] + 19,

JEN
kde [bs] je celociselna ¢ast hodnoty pravé strany a Iy je celo¢iselny zbytek.

Pro ziskané piipustné feseni X mohou nastat dva stavy.

1. ZjEN aijj >0,

Vzhledem k tomu, Ze xp_i [bs] jsou celé, musi pfi tomto stavu platit

z asjxj € {ro,1+19,2+19,..},
JEN
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Plati Y jeyasjx; =15, a pokud se vynechaji zéporné Ccleny, plati Z]-ENa;jijrO,

kde a:j = max{asj,O}.

2. ZjEN AsjXj <0,
V druhém piipadé musi byt

Z asjxj E{—1+715,—-2+71p,.. .

JEN

Yjen ag;X; < 19 — 1, kde ay; = min{a;, 0}.

Plati tedy Y. jen asjx; < —1 + 19 a po vynechani kladnych ¢lenti ziskdvame nerovnici ve tvaru

Coz je ekvivalentni s

To _
——— ) G5jXj 2 T.
(ro — 1) 4
JEN
Konec¢na Gomoryho nerovnost pro smisenou ulohu celociselného linedrniho programovani

se ziska spojenim obou moznych ptipadd, a to v nédsledujicim tvaru

To

+ —_
Yjen AgjXj + -1 Yjen AsjXj = Ty

Jak wuvadi [4, str. 81], pouzitim metody Chvatalovy-Gomoryho se ziska silngjsi
tvar Gomoryho nerovnosti:
Z 9sjXj = To,

JEN
kde

1. gsj = asj pro ag; = 0, Xj spojitou proménnou,

__To .. .
2. gsj = oD agj pro as; < 0, Xj spojitou proménnou,
3. gsj =Tsj Prorgj < 1y, Xj celoCiselnou proménnou,

T . .

4. gsj = (r031) (1 —175;) pro rgj > 19, Xj celoiselnou proménnou.

Nyni bude tato metoda pouzita pro vyieSeni nasledujici tlohy.

3x; + 5x, - max

10x, + 7x, < 250
X1 + 3x, <50
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x; = 0,celé
X, = 0.

Uloha se nejprve fesi bez podminek celogiselnosti. Ziskané feSeni je obsaZeno v tabulce 7.
Toto feSeni neni optimalni, protoze hodnota proménné X; porusuje podminku celociselnosti.

Prom. X1 Xa X3 Xa b
X1 1 0 0,130 -0,304| 17,391
Xz 0 1 -0,043 0,435| 10,870
z 0 0 0,174 1,261 | 106,522

Tabulka 7: Re$eni bez podminek celotiselnosti

Pro vytvofeni Gomoryho nerovnosti se pouZzije prvni tadek, jehoz hodnota pravé strany
porusuje celociselné omezeni, X; = 17,391. Z n¢j se spocitd celociselny zbytek ro, 913 a g4
(podle vzorct uvedenych vyse). V tomto piipadé je N = {3, 4}.

ro=17,391 - [17,391] = 0,391,

013 = a13 = 0,13, protoze a;; =0ax; €N,

0,391

= o = 7 , . n
~ (0,391-1) 0,304 = 0,196, protoze r5; > 1y a x; € Zy.

—_T .
914 = (ro—1) QA4
Gomoryho nerovnost je tedy v nasledujicim tvaru

0,13x3 + 0,196x4 > 0,391.

Aby se tato nerovnice mohla ptidat do simplexové tabulky, musi se nejprve upravit.
Nerovnici je tfeba nejprve prevést do tvaru ,,<, a to vynasobenim (—1). Nasledné je nutné
vyrovnat narovnici pfidanim pifidatné promeénné Xs, kterda podléhd omezeni xs> 0.
Predchozi nerovnice se prepise ve tvaru:

—0,13x3 - 0,169x4 + x5 = — 0,391.

Prom. X1 X, X3 X4 X5 b
X; 1 0 0,130 -0,304 0| 17,391
Xz 0 1 -0,043 0,435 0| 10,870
Xs 0 0 -0,130 -0,196 1 -0,391
z 0 0 0,174 1,261 0| 106,522

Tabulka 8: Simplexova tabulka po pfidani podminky ziskané z Gomoryho nerovnosti

Takto upravenou podminku je mozné ptipojit do simplexové tabulky, viz tabulka 8. Jedna
se o postoptimalizani zménu. Reseni zapsané v simplexové tabulce v tabulce 8 je primarné
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nepiipustné, ale dudlné ptipustné. Pouzitim dudlni simplexové metody se ziska feSeni, které
je obsazeno v tabulce 9. Toto feSeni je tfeba zkontrolovat, zda je primarné i dualné piipustné
azda zadna proménna neporusuje podminku celo¢iselnosti. ReSeni obsazené v tabulce 9
je optimalni. Lze zapsat vektor x°* = (17; 11) a hodnotu uéelové funkce z° = 106.

Prom. X1 Xa X3 Xa X5 b
X1 1 0 0 -0,5 1 17
) 0 1 0 0,5 -0,333 11
X3 0 0 1 1,5 -7,667 3,000
z 0 0 0 1,000 1,333 106

Tabulka 9: Optimalni FeSeni ulohy

2.4 SPECIALNI METODY

2.4.1 BENDERSOVA METODA

Pokud neni uvedeno jinak, ¢erpa tato podkapitola z [5, od str. 459].

Bendersova metoda tesi ulohu smiSené celociselného linearniho programovani dekompozici

ulohy na dvé ¢asti, a to na Cast ryze celociselnou a ¢ast bez podminek celociselnosti.

Necht’ je dana uloha

Z; = cjx + cJw - max,

Aix+A,w<b, (24.1)
x>0, w=0,celé.
Za ptedpokladu, ze je iloha omezena, ji lze zapsat také jako
<bh-—
Z;=ciw+ (maximum Z, = ¢; x,za podminek :1: 0 b AZW). (2.4.2)

Pokud by existoval maly pocet moznych celo¢iselnych hodnot w, bylo by mozné pouzit
metodu hrubé sily, tedy postupné dosazovat jednotlivé hodnoty a vybrat tu, ktera by ucelovou
funkci maximalizovala. Toto ovSem neni mozné pouzit, pokud existuje velké mnozstvi hodnot
w. Bendersova metoda spociva v postupném piidavani podminek v prubéhu vypoctu.

Necht je k uloze

Z, = Cjx — max, (2.4.3)

za podminek

Alx S b - Azw,
x = 0.
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vytvotfena uloha dudlni. Pro primérni tlohu maximaliza¢niho typu je tiloha duélni vytvofena
zpusobem, ktery je popsan v tabulce 10.

Primarni uloha Dualni uloha

z = c'x > min f =u’b - max
Ax>b u=0
x>0 uTA < cT

Tabulka 10: formulace symetrického dualniho problému
Dualni uloha mé tedy tvar
z, = (b — A,w)Tu > min, (2.4.4)
za podminek

T
Aju > cq,
u=0.

Za predpokladu, Ze W je fixovéano, se necha vypocitat optimalni feSeni primarni i dualni tlohy,
a ziskané vysledky se zapisi jako X*, respektive u*. Z véty o dualité vyplyva, ze

cix* = (b—A,w)Tu".

Véta o dualité: Je-li x = (x1,xy ...,x,)T libovolné ptipustné feSeni primarni
tlohy a ul = (uy,uy, ..., u,,) libovolné piipustné feseni dualni lohy, pak plati z(x) < f(u).

Jak je uvedeno v [2, str. 147], z této véty vyplyvaji nasledujici dusledky:

e Plati-li z(x) = ¢Tx = f(u) = u"b, pak vektory x a u' jsou optimalnim FeSenim
primarni, respektive dualni ulohy.

e Pokud ma jedna ze sdruzenych tloh neomezenou ucelovou funkci, pak druhd uloha
nema piipustné feSeni, a naopak.

e Existuje-li optimalni feSeni jedné lohy, existuje i feseni ulohy s ni sdruzené.

e Maji-li obé€ sdruzené tlohy ptipustné feSeni, pak maji i feSeni optimalni.

Z tlohy (2.4.2) a ji tloh ekvivalentnich (2.4.3) a (2.4.4) vyplyva, Ze se uloha necha zapsat
také jako

maximum c] x + ¢, w = maximum {C'er + minimum{(b — Azw)Tu}},
kde u je feSenim tlohy (2.4.3).

Pro ziskani feSeni je tfeba nalézt p extremalnich bodu feseni yy, k =1, 2, ..., p, pficemz tyto
extremalni body nejsou zavislé na hodnotach w.
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Podle [4, str. 51], extremni (extremalni) bod mnoZiny pripustnych reseni P (v této praci
je mnozina piipustnych feSeni znacena S) odpovida nezapornému zdkladnimu reseni soustavy
linearnich rovnmic, ziskaného z kanonického tvaru této soustavy linedarnich rovnic. Jestlize
V kanonickém tvaru, ktery je stejny S ekvivalentni soustavou rovnic, dosadime nuly
za nezakladni promenné, dostaneme zdakladni reseni, které predstavuje extréemni bod mnoziny
P.

Necht existuje mnozina boda {x*, X% ..., X'}, x! €R%, i =1,2,...,t.

Bod x=ax!t+ apx® + ... + o, pro og, o, ..., oy € R se nazyva linearni kombinaci

bodé xt, X%, ..., X

Po ziskani extremalnich bodi je tfeba fesit ulohu
T
C, W + Z, - max,

za podminek

z, < (b — A,w)Tuy, prok =1,2,..,p,
w = 0, celé.

Ziskané fedeni W bude optimalni pro celodiselné promé&nné. Reseni spojitych proménnych x se
ziska po dosazeni w do (2.4.3).

Bendersova metoda spociva v ziskavani jednotlivych teSeni Yx, pfiCemz se piedpoklada,
7e k ziskani optimalniho feSeni bude tfeba jen nékolika feSeni Yyy. Jednotliva feSeni
Yk Se ziskéavaji vyfeSenim ulohy (2.4.4) pfi pouziti konkrétniho w. Pokud je ziskano feSeni,
pfida se k ptivodnim podminkam z (2.4.5) podminka nova, ve tvaru z, < (b — A,w)Tu,.
Nové ziskané teSeni, po pfidani podminky, se pouzije pro feSeni ulohy (2.4.4) a ziskani

nového feseni Yy, tak dlouho, dokud neni ziskdno optimalni feSeni.

Muze nastat situace, kdy uloha (2.4.4) nema piipustné feSeni, nebo ma neomezenou hodnotu
ucelové funkce. Pokud pro dané w je tiloha (2.4.4) neomezend, neexistuje optimalni feSeni pro
ulohu (2.4.1) pfi daném w. V tomto ptipad¢ je totiz poruseno minimalné€ jedno z vlastnich
omezeni ulohy (2.4.1). Vytvoii se vektor v a do modelu (2.4.5) se pfida podminka

(b—A,w)Tv > 0.

Tento vektor v se také nazyva extremalni smér. Jak dale uvadi [4, str. 51-52], vektor
r € R™ (r # 0) se nazyva pripustny smér, jestlize pro kazdy bod x € P a pro VSechna a = 0
je x+ar €P, tedy pripustnym resenim. Pokud na mnoziné P existuje pfipustny smeér,
pak je P neomezena. V ptipad¢, ze P je omezenad, neexistuje v této mnoziné piipustny smer.
Pripustny smeér r se nazyva extrémni (extremdlni) smér, jestlize neexistuji pripustné smery rl
a r’ takové, ze r = %rl + %rz. Ze simplexové tabulky Ize extrémni smér ziskat jednoduse:

vynasobenim sloupct, které jsou nekladné (mimo hodnotu fadku téelové funkce z), hodnotou
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(=1). Libovolny pripustny smér je konickou kombinaci extrémnich smérii. Slozkami vektoru
I jsou tedy jednotlivé slozky celého nekladného sloupce v simplexové tabulce.

Shrnuti Bendersovy metody

1) Resi se ryze celodiselna uloha, ktera byla vytvofena z paivodni Glohy tak, Ze spojité
proménné byly nahrazeny pomocnou proménnou 2.

Z; < ciw + z, > max,

za podminek

ptivodni podminky, kterym podléhaji w a z,, oznacené jako mnozina Q,
Z; < M, pro M dostatec¢né velké

Pokud tato uloha nema Zadné piipustné feSeni, pak neexistuje zadné piipustné feseni
ani v puvodni tloze (2.4.1). Pokud feSeni existuje, oznaci se jako W* a pokracuje
se krokem 2.

2) Resi se uloha (2.4.4) za pouziti hodnot w* ziskanych v prvnim kroku vypoétu. Pokud
je feSeni neomezené, k podminkam nadefinovanym v prvnim kroku se piidd nova
podminka (b — A,w)Tv >0 a pokracuje se krokem 1. Naopak, pokud fedeni
existuje, oznaci se jako y* a pokracuje se krokem 3.

3) Je tieba porovnat hodnoty z;, ziskané v prvnim kroku vypocétu s hodnotou
ciw* + (b — A,w)Tu*. Pokud se ob& hodnoty rovnaji, vypocet konéi. Reseni
X* ay* tvoii feSeni optimalni. Pokud se hodnoty nerovnaji, je tfeba pfidat k piivodni
mnoziné Q dalsi podminku
7z, < (b — A,wH)Tu,

a pokracovat ve vypoctu krokem 1.

Nyni bude tato dekompozice demonstrovana na nasledujici uloze.

Necht je dana uloha (LP)

z = 3x; + 2x, + 5y — max
za podminek

10x; + 15x, + 7y < 250,
x; + 3x, + 8y < 50,
xj = 0, cele,
Yj = 0.
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Prvni krok spociva v feSeni ryze celoc¢iselné ulohy, pfi¢emz spojitd proménna y je nahrazena
pomocnou proménnou Z,. Je pfidana podminka omezujici z, seshora.

Uloha se necha fesit v Lingu, viz model v Lingu3.

Model:
max=3*x1 +2*x2 +z2;
10*x1+15*x2+7*y<250;
x1+3*x2+8*y<50;
z2<1000;
@gin (x1);
@gin (x2);
End
Model v Lingu 3

Global optimal solution found.

Objective value: 1075.000
Objective bound: 1075.000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

X1 25.00000 -3.000000

X2 0.000000 -2.000000

72 1000.000 0.000000

Y 0.000000 0.000000

Vystup z Linga 3

Jak je vidét z vystupu z Linga 3, bylo ziskdno pfipustné feSeni w* = (25;0) a hodnota
ucelové funkce z; = 1075.

Druhym krokem je vytvoreni dudlni ulohy k pivodni Glloze, pfi pouZiti hodnot w*. Tato uloha
bude opét feSena v Lingu, pro zapis modelu viz model v Lingu 4.

Model:
min=0*ul+25*u2+75;
T*ul+8*u2>5;
End
Model v Lingu 4

Global optimal solution found.

Objective value: 75.00000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

Ul 0.7142857 0.000000

U2 0.000000 25.00000

Vystup z Linga 4
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ReSeni dualni ulohy je obsazeno ve vystupu zLinga 4. ReSeni se oznadi jako
u* = (0,7142857; 0), hodnota ucelové funkce je f = 75.

Protoze se hodnoty ucelovych funkci nerovnaji, je tieba ve vypoctu pokracovat. K piivodnim
podminkdm se pfida novd podminky, z, < (b — A,w")Tu*. Model Ize do Linga zapsat
zpusobem, ktery je uveden v modelu v Lingu 5.

Model:
max=3*x1 +2*x2 +z2;
10*x1+15*x2+7*y<250;
x1+3*x2+8*y<50;
z2<1000;
z22<0.7142857* (250-10*x1-15*x2) ;
@gin(x1);
@gin (x2);
End
Model v Lingu 5

Global optimal solution found.

Objective value: 178.5714
Objective bound: 178.5714
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

X1 0.000000 4.142857

X2 0.000000 8.714286

72 178.5714 0.000000

Y 0.000000 0.000000

Vystup z Linga 5

Podle vystupu z Linga 5 se da zapsat nové feSeni w* = (0; 0) a novéa hodnota ucelové funkce
je z; = 178,5714.

Opét se vytvoii dualni tloha k pivodni uloze, pficemz se pouziji hodnoty w*, tedy x; = 0
a X2 = 0. Model se zapise do Linga, viz model v Lingu 6, a necha se vyresit.

Model:
min=250*ul+50*u2;
T*ul+8*u2>5;
End
Model v Lingu 6

Global optimal solution found.

Objective wvalue: 31.25000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

Ul 0.000000 206.2500

U2 0.6250000 0.000000

Vystup z Linga 6
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ReSeni dualni ulohy je obsazeno ve vystupu zLinga 6. ReSeni se oznadi jako
u* = (0; 0,625), hodnota ucelové funkce je f = 31,25.

Protoze se hodnoty ucelovych funkci nerovnaji, je tieba ve vypoctu pokracovat. K piivodnim
podminkdm se pfida novd podminky, z, < (b — A,w")Tu*. Model Ize do Linga zapsat
zpusobem, ktery je uveden v modelu v Lingu 7.

Model:
max=3*x1 +2*x2 +z2;
10*x1+15*x2+7*y<250;
x1+3*x2+8*y<50;
z2<1000;
z22<0.7142857* (250-10*x1-15*x2) ;
z2<0.625* (50-x1-3*x2) ;
@gin(x1);
@gin(x2);
End

Model v Lingu 7

Global optimal solution found.

Objective value: 83.50000
Objective bound: 83.50000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 3

Variable Value Reduced Cost

X1 22.00000 -2.375000

X2 0.000000 -0.1250000

72 17.50000 0.000000

Y 0.000000 0.000000

Vystup z Linga 7

Podle vystupu z Linga 7 se da zapsat nové feSeni w* = (22;0) a nova hodnota ucelové
funkce je z; = 83,5.

Opét se vytvori dualni tloha k piivodni uloze, pficemz se pouziji hodnoty w*, tedy x; = 22
a X2 = 0. Model se zapisSe do Linga, viz model v Lingu 8, a necha se vyfesit.

Model:
min=30*ul+28*u2+66;
T*ul+8*u2>5;
End
Model v Lingu 8

Global optimal solution found.

Objective wvalue: 83.50000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

Ul 0.000000 5.500000

U2 0.6250000 0.000000

Vystup z Linga 8
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ReSeni dualni ulohy je obsazeno ve vystupu zLinga 8. ReSeni se oznadi jako
u* = (0; 0,625), hodnota ucelové funkce je f = 83,5.

Hodnoty obou ucelovych funkci se rovnaji, vypocet je u konce. Je pouze tfeba dopocitat
hodnoty spojitych proménnych, tady proménné y. Model je zapsan v modelu v Lingu 9.
Ziskané Feseni z vystupu z Linga 9 je mozné zapsat jako x°™ = (22; 0)", y** = (3,5) a hodnota
gelové funkee je 2° = 83,5.

Model:
max=3*x1 +2*x2 +5*y;
10*x1+15*x2+7*y<250;
x1+3*x2+8*y<50;
x1=22;
x2=0;
@gin(x1);
@gin (x2);
End
Model v Lingu 9

Global optimal solution found.

Objective value: 83.50000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

X1 22.00000 0.000000

X2 0.000000 0.000000

Y 3.500000 0.000000

Vystup z Linga 9
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3 APLIKACE METOD NA PRAKTICKEM PRIKLADU

V této Casti bude formulovana jedna konkrétni tloha smiseného celociselného programovani.
Pro vyfeSeni této tlohy budou pouzity vyse uvedené metody. Obsahem bude také nasledné
srovnani pouzitych metod, jejich efektivnost, pfipadné¢ nedostatky, v tomto konkrétnim
ptipadé€. Pro feSeni v aplikacni ¢asti byl vybran kapacitni problém s polotovary.

3.1 PRIBLIZENI EKONOMICKEHO A MATEMATICKEHO MODELU

Prvni ¢ast dat je stazena z internetu [7], a to konkrétné ceny za kilogram bonbond. Druha ¢ast
dat, disponibilni mnozstvi jednotlivych bonbonli a pozadavky na pocty bonbonil
do jednotlivych bonboniér, byla nadefinovana autorkou této prace.

Necht’ je dana firma, ktera ma k dispozici mnozstvi bonbonti za uvedenou cenu, uvedenych
v tabulce 11. V nasledujicim obdobi ma tedy firma k dispozici 3 kg ¢okoladovych bonboni
Monardo s rumem, 2 kg cokoladovych bonbont vanilka, 3 kg Cuneesi ofiski v mlécné
cokolad¢, 1,5 kg visni v likéru, 1 kg ¢okoladovych bonbonti Socado Lemon a 1,5 kg bonbonti
Cuneesi mandle. Tyto bonbony mohou byt prodavany samostatné na vahu, nebo mohou byt
vyrobeny bonboniéry, které obsahuji jednotlivé bonbony tak, jak je uvedeno v tabulce 12
(nejedna se o pocet bonbonu v kusech ale v gramech).

Cena/Kg | Dispozice
Typ bonbonu K¢ /kg]g [T(g]
Cokolédové bonbony Monardo s rumem 197 3
Cokoladové vanilka 255 2
Cuneesi OfiSek v mlécné ¢okoladé 315 3
Visné v likéru 255 1,5
Cokoladové Bonbony Socado Lemon 257 1
Cuneesi Mandle 315 1,5
Tabulka 11: Mnozstvi bonbonii k dispozici
Bonboniera 1([g] 2 [g] 3 [g]
Cokolddové bonbony Monardo s
rumem 51 34 0
Cokolddové vanilka 42 28 70
Cuneesi OfisSek v mlécné ¢okoladé 60 40 0
Visné v likéru 42 28 70
Cokol4ddové Bonbony Socado Lemon 45 30 0
Cuneesi Mandle 60 40 100
Cena 95 80 70

Tabulka 12: SloZeni bonboni v jednotlivych bonboniérach uvedeno v poétech na kusy i na gramy
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Pro pfepis vySe uvedeného ekonomického modelu do modelu matematického, je tieba
nadefinovat proménné. Tyto proménné jsou uvedeny v tabulce 13. Necht tedy uvedené
proménné vzdy znazornuji pocet prodanych bonboniér pro X7, Xg & X9 a mnozstvi volné
prodanych bonbont v kilogramech pro x; az Xe.

X1 Cokoladové bonbony Monardo s rumem

x, |Cokoladové vanilka

X3 | Cuneesi OfiSek v mlécné Cokoladé

X, |ViSnév likéru

x; | Cokoladové Bonbony Socado Lemon

x¢ |Cuneesi Mandle

X; | Bonbonieral
Xg Bonboniera 2

X, |Bonboniera3

Tabulka 13: Proménné modelu

Cilem je maximalizace trzby za prodané bonbony a bonboniéry. Tuto celkovou trzbu

Ize zapsat Gicelovou funkci
z = 197x; + 255x, + 315x3 + 255x, + 257x5 + 315x45 + 120x; + 100xg + 80x,.

Na vyrobu prvni bonboniéry se spotiebuje 51 g ¢okolddovych bonbonti Monardo s rumem,
42 g cokoladovych bonboni vanilka, 60 g Cuneesi ofiskii v mlécné ¢okoladeé, 42 g visni
Vv likéru, 45 g cokolddovych bonbonli Socado Lemon a 60 g Cuneesi mandli. Obdobé
pro vyrobu bonboniér 2 a 3 je zapotiebi 34 g cokolddovych bonbonti Monardo s rumem,
28 g ¢okoladovych bonbonli vanilka, 40 g Cuneesi ofiskii v mlé¢né cokoladé, 28 g visni
v likéru, 30 g cokoladovych bonbonli Socado Lemon a 40 g Cuneesi mandli, respektive
70 g ¢okoladovych bonboni vanilka, 70 g vini v likéru a 100 g Cuneesi mandli. Spotieba
bonbonti na tvorbu bonboniér, ale i mnozstvi prodané samostatné na vahu, musi ovSem
byt niz§i nebo rovna kapacité jednotlivych bonbont.

Déle je kladen pozadavek, aby byly vyrobeny vzdy alespon 3 bonboniéry prvniho typu,
3 tfetiho typu a maximalné 10 bonboniér druhého typu. Zaroven musi byt pocet bonboniér
prvniho a druhého typu roven 13. Je ziejmé, Ze je tfeba uvaZovat podminku celociselnosti
pro proménné X7, Xg @ X9, zatimco promeénné X; aZ Xg mohou byt i necelociselné (je mozny
prodej 1 na necelé kilogramy).

Vlastni omezeni tlohy je mozné zapsat ve tvaru:

X1 +0,051x; +0,034xg <
Xo +0,042x; +0,028xg +0,07x9 <
X3 +0,06x;  +0,04xg <
X4 +0,042x; +0,028xg +0,07x < 1,5
X5 +0,045X7 +0,03X3 <1
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Xe +0,06X7 +0,04X8
X7
Xg
X7 +Xg

IV IAN IV OIA

1,5
3
10
3
13

Je tieba také nadefinovat podminku, ktera zaruc¢i nezapornost vS§ech proménnych a podminky

celociselnosti pro proménné X7, Xg a Xg

xiE:O,

i=1,2,.

.9, X7,Xg, X9 — celé

Pro zapis ekonomického modelu v programu Lingo 11.0 viz model v Lingu 10.

Model:

Max=197*x1 + 255* x2 + 315* x3 + 255*x4

100*x8 + 80*x9;

x1+ 0.051*x7 + 0.034*x8 <= 3;

x2 + 0.042*x7 +

x3 + 0.060*x7
x4 + 0.042*x7
x5 + 0.045*x7
x6 + 0.060*x7
x7 >= 3;

x8 <= 10;

x9 >= 3;

X7 + x8 = 13;
@gin(x7);
@gin (x8);
Qgin (x9) ;

End

+

+

+

o o o o o

.028*x8
.040*x8 <=3;
.028*x8
.030*x8 <=1;
.040*x8

+ 0.070*x9 <=2;

+ 0.070*x9 <=1.5;

+0.1*x9 <=1.5;

Model v Lingu 10

Global optimal solution found.

Objective value:
Objective bound:
Infeasibilities:

Extended solver steps:
Total solver iterations:

Variable
X1
X2
X3
X4
X5

Value
2.507000
0.9640000
2.420000
0.4640000
0.5650000

29

3851.824
3851.824
0.1665335E-15

0
0

+ 257* x5 4+ 315*% x6 + 120*x7 +

Reduced Cost

0.

o O O o

000000
.000000
.000000
.000000
.000000
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X6 0.2000000E-01 0.000000
X7 3.000000 -39.16800
X8 10.00000 -46.11200
X9 9.000000 -12.80000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 3851.824 1.000000
2 0.000000 197.0000
3 0.000000 255.0000
4 0.000000 315.0000
5 0.000000 255.0000
6 0.000000 257.0000
7 0.000000 315.0000
8 0.000000 0.000000
9 0.000000 0.000000
10 6.000000 0.000000
11 0.000000 0.000000

Vystup z Linga 10

Optimélnim feSenim této tlohy je vektor XOPt = (2,507; 0,964; 2,42; 0,464; 0,565; 0,02; 3; 10;
9) a hodnota tcelové funkce je 3 851,824 K¢&, viz vystup z Linga 10.

Celkem je tedy prodano:
— 2,507 kg ¢okoladovych bonboni Monardo s rumem,
— 0,964 kg ¢okoladovych bonbont s ptichuti vanilky,
— 2,420 kg bonbonli Cuneesi: Ofisek v mlécné ¢okolade,
— 0,464 kg bonbont Visei v likéru,
— 0,565 kg ¢okoladovych bonbonti Socado Lemon,
— 0,02 kg bonboni Cuneesi Mandle,
— 3 bonboniéry prvniho typu,
— 10 bonboniér druhého typu,
— 9 bonboniér tietiho typu,
— celkové tydenni trzby byly ve vysi 3 851,824 K¢,
— vSechny bonbony byly spotiebovany,
— bonboniéry 1 bylo prodano o 0 kust vice, nez byl minimalni poZadavek,
— bonboniéry 2 bylo prodano o 0 kusti méng, nez byl maximalni pozadavek,
— bonboniéry 3 bylo prodéno o 6 kusti vice, nez byl minimalni pozadavek,
— bonboniér 1 a 2 bylo prodano piesné 13.

3.2 METODA ZAOKROUHLOVANI

V této casti bude vidét, jak by se zmenil vysledek, pokud by se podminky celociselnosti
primarn¢ zanedbaly a az vysledek ziskany simplexovou metodou by se podle nich upravoval.

V tomto piipad¢ porusuje podminku celoCiselnosti jedna proménna ze tfi, a proto je mozné
zaokrouhlit dvéma zptsoby (X9 dolit Nnebo Xg nahoru). Srovnani jednotlivych ziskanych hodnot
je v tabulce 14. Vypocet timto ovSem nekonci: je tfeba se ujistit, zda jsou feSeni piipustna,
zda neporusuji nékterou z vlastnich omezeni puivodniho matematického modelu.
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U zaokrouhleni 1 dochazi k poruSeni minimaln¢ jednoho z vlastnich omezeni. Neni tieba
kontrolovat vSechny zbyvajici podminky, protoze uz pii poruseni jednoho omezeni se stava
feSeni neptipustnym.
x4 + 0,042x, + 0,028xg + 0,07x9 < 1,5,
0,45+ 0,042-3 +0,028-10+ 0,07 -10 = 1,556 > 1,5.

U zaokrouhleni 2 dochazi k poruseni minimalné jednoho z vlastnich omezeni, feSeni tudiz
neni ptipustne.

X, + 0,042x, + 0,028x5 + 0,07xo < 2,
0,95 + 0,042 - 3 + 0,028 - 10 + 0,07 - 10 = 2,056 > 2.

Z tohoto ptikladu je vidét, Ze zaokrouhleni neni vhodnou formou, protoze ani jedno feSeni
ziskané touto metodou nebylo ptipustné a tudiz nijak nevyfesilo dany problém.

X1 X, X3 Xa Xs Xe X7 Xg Xg z

OR s celoéiselnosti | 2,507|0,964| 2,42|0,464| 0,565 0,02 3| 10 9| 3851,824 K¢
bez celociselnosti 2,507| 0,95| 2,42| 0,45| 0,565 0 3| 10| 9,2 3854,384 K¢
zaokrouhleni 1 2,507| 0,95| 2,42| 0,45| 0,565 0 3| 10 9| 3838,384 K¢
zaokrouhleni 2 2,507| 0,95| 2,42| 0,45| 0,565 0 3| 10| 10| 3918,384 K¢

Tabulka 14: Pi-ehled feSeni ulohy
3.3 METODA VETVENI A MEZi
Jak bylo uvedeno v prvni ¢asti této prace, prvnim krokem této metody je vypocet

bez podminek celo¢iselnosti. Vypoctem pomoci programu Lingo 11.0 bylo ziskano feSeni
obsazené v tabulce 15. Proménna Xg porusuje podminku celociselnosti, které je na ni kladena.

X1 X3 X3 Xa Xs Xe X7 Xg x9 z
2,507 0,95 2,42 0,45| 0,565 0 3 10 9,2 3854,384 K¢

Tabulka 15: ReSeni bez uvazovani podminek celo&iselnosti

V tomto kroku byla tedy vybrana proménna Xg a na zakladé jeji hodnoty jsou vytvoieny dvé
vétve podle podminek, které se piidaji k ptivodnim podminkdm, a to xo < 9, resp. xq = 10.

Pfidanim prvni podminky je ziskano nové feseni ulohy, které je zapsané v tabulce 16. Toto
feSeni je pfipustné, hodnoty proménnych X7, Xs a Xg jsou celociselné, vypocet v této vétvi

kon¢i.
X1 X3 X3 Xg Xs Xg X7 Xg x9 z
2,5070| 0,964 2,42 0,464| 0,5650 0,02 3 10 9 3 851,82 K¢

Tabulka 16: Nové ieSeni po pridani podminky Xo < 9

Po pridani druhé podminky xq = 10, dochazi k situaci, kdy takto definovana tloha nema
piipustné feseni, viz obrazek 4. Vypocet v této veétvi konci.
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LINGO Error Message

Error Code: S
- Explain | ok |

Enror Text:

No feasible s=olution found.

=3 ——

Obrazek 4: Neexistuje Zadné pripustné FeSeni dané ulohy

Je tfeba zkontrolovat vSechna pfipustnd feSeni a vybrat feSeni s nejvyssi hodnotou ucelové
funkce. V tomto piipadé bylo ziskano pouze jedno pfiipustné feSeni, tedy je i feSenim
optimalnim (obsaZeno v tabulce 16).

Pro vétsi prehlednost byl cely postup shrnut v obrazku 5.

x® = (2,507; 0,95; 2,42; 0,45; 0; 3; 10; 9,2)
2% =3 854,384 K&

Xa<9 Xg>10

x%! = (2,507; 0,965; 2,42; 0,464; 0,565; 0,02; 3; 10; 9) Neexistuje zadné piipustné feseni.
21 =3 851,824 K&

Obriazek 5: Rekapitulace vétveni a jednotlivych FeSeni

3.4 GOMORYHO METODA

Uloha se nejprve fesi bez podminek celogiselnosti. Ziskané feseni je obsazeno v tabulce 17
v pfiloze A. Toto feSeni ovSem neni optimalni, protoZze jsou poruseny podminky
celociselnosti, kladené na proménné X7, Xg a Xg.

A4

Pro vytvofeni Gomoryho nerovnosti se pouzije devaty fadek, jehoz hodnota pravé strany
nespliiuje celo¢iselné omezeni. Z hodnot tohoto fadku je tieba vypocitat hodnoty ro a gij podle
vzorcu uvedenych v kapitole 2.3.1. Gomoryho metoda.

0 =92-1092]=0,2,
Jo6 = Qg6 = 10, protozZe aq¢ > 0 a x¢ je spojita,
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99,10 = 9o11 = Jo,12 = Jo,13 = Jo14 = Jo19 = J7,20 = 0, protoze ag; > 0 a x; je spojita,

Jo15 = Q915 = 10, protoZe aq 15 > 0 a x;5 je spojita,
Jo17 = Q917 = 0,2, protoZe aq 17 > 0 a x;7 je spojita,
To 0,2
= — qa =——::-0,6 =0,15, rotoZe a < 0 a y; je spojita,.
Yo,21 (ro— 1) %21~ "o p 9,21 Y3 )€ Spo)

Gomoryho nerovnost ma tedy nasledujici tvar

0x; + 0x; + Ox3 + Ox4 + Ox5 + 10xg + Ox; + Oxg + 0x9 + Ox1¢ + 0x11 + O0x15 + Oxq3
+ Ox14 + 10x15 + 0x16 + 0, 2x17 + 0x13 + 03’1 + Oyz + 0,15y3 = 0,2

Po upravé na rovnost

0xq + Ox, + Ox3 + 0x4 + Ox5 — 10x + Ox; + Oxg + Oxg + Ox1¢ + O0xq1 + Ox1, + Oxq3 +
0x14 — 10x15 + 0x16 — 0,2%47 + Oxyg + x19 + 0y + 0y, — 0,15y = —0,2.

Po Upravé je mozné tuto novou podminku piidat do simplexové tabulky, jak je zndzornéno
v tabulce 18 v ptiloze A. Tato tloha neni dudlné piipustna, proto je nutné feSit dualné
simplexovou metodou. Nové feSeni obsazené v tabulce 19 v piiloze A neni optimalni,
hodnoty proménnych X7, Xg @ Xg sice celoCiselné jsou, ale tloha neni primarné pfipustna.
Ztoho divodu je nutné tabulku prepocitat simplexovou metodou. Prepoctené feSeni
je obsazené v tabulce 20 v piiloze A. Toto feSeni je primarné i dudlné ptipustné, hodnoty
proménnych X7, Xg @ Xg jsou celo¢iselné. Toto fesSeni je optimalni.

3.5 BENDERSOVA METODA

Primarni tloha je definovana jako

z; = cfx + clw - max,
Ajx+A,w<bh,

x =0, w = 0, celé
197x; +255x, +315X3 +255x, +257Xx5 +315xs +120x; +100xg +80X, —  max

X1 +0,051x; +0,034xg < 3
Xz +0,042x; +0,028xg +0,07xy < 2
X3 +0,06X7 +0,04X8 < 3

X4 +0,042x; +0,028xg +0,07x < 1,5
X5 +0,045X7 +0,03X3 < 1

Xg +0,06x; +0,04xg +0,1x¢ < 15
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X7 < 3
Xg < 10
—Xg < -3
X7 + Xg = 13
x; =0, i=12,..,9, X7,Xg, Xg — celé
Krok 1:

Resi se ryze celociselna tloha, ktera ma nasledujici tvar

z1 <7z, tCiw,

Aix+A,w<b,

Z <M, pro M dostatecné velké,
x=0, w = 0, celé

Doslo tedy ke zméné zapisu ucelové funkce, kde misto proménnych X; — Xg Vvystupuje
pomocnd proménnd z,. Dochdazi k ptidani jedné podminky, a to horni mez M pro z,, pficemz
M je dostatecné velké. Viz model v Lingu 11 pro samotny zapis modelu.

Model:
Max=z2 + 120*x7 4+ 100*x8 + 80*x9;
x1+ 0.051*x7 + 0.034*x8 <= 3;

x2 + 0.042*x7 + 0.028*x8 + 0.070*x9 <=2;
x3 + 0.060*x7 + 0.040*x8 <=3;

x4 + 0.042*x7 + 0.028*x8 + 0.070*x9 <=1.5;
x5 4+ 0.045*x7 + 0.030*x8 <=1;

x6 + 0.060*x7 + 0.040*x8 +0.1*x9 <=1.5;
X7 >= 3;

x8 <= 10;

x9 >= 3;

X7 + x8 = 13;

z2<10000;

@gin(x7);

@gin (x8);

@gin (x9);

End

Model v Lingu 11

Vyfesenim této ulohy je ziskano pfipustné feseni, viz vystup z Linga 11. Je tedy ziskano
feSeni w* = (1,997;0,264;1,82;0;0,115;0;13;0;7) shodnotou ucelové funkce z; =
12 120.
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Global optimal solution found.

Objective value: 12120.00
Objective bound: 12120.00
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

72 10000.00 0.000000

X7 13.00000 -120.0000

X8 0.000000 -100.0000

X9 7.000000 -80.00000

X1 1.997000 0.000000

X2 0.2640000 0.000000

X3 1.820000 0.000000

X4 0.000000 0.000000

X5 0.1150000 0.000000

X6 0.000000 0.000000

Vystup z Linga 11
Krok 2:

K této primarni uloze s proménnymi X, = 13, Xg =0a X9 = 7 se vytvofi dudlni uloha
a vyresi se. Tato dudlni loha bude mit tvar

Zy = (b — Az)Tu,
A'{u 2 cll
u=0.

2,337u; +0,964u, +2,22u; +0,464u, +0,415us +0,02us +2120 — min

Uy > 197
u, > 255

Us > 315

Ug > 255

Us > 257

U > 315

ul->0

Tato tloha se necha fesit v Lingu, viz model v Lingu 12. Optimalni feSeni této ulohy je
tvofeno vektorem u* = (197;255;315;255;257;315) a hodnota tucelové funkce je
z =3756,784, viz vystup z Linga 12.

Model:

min = 2.337*ul + 0.964*u2 + 2.22*u3 + 0.464*ud4 + 0.415*u5 + 0.02*u6 + 2120;
ul >= 197;

u2 >= 255;
ul >= 315;
ud >= 255;
ub >= 257;
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u6 >= 315;
End
Model v Lingu 12

Global optimal solution found.

Objective wvalue: 3756.784
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

Ul 197.0000 0.000000

U2 255.0000 0.000000

U3 315.0000 0.000000

U4 255.0000 0.000000

U5 257.0000 0.000000

U6 315.0000 0.000000

Vystup z Linga 12
Krok 3:

Protoze z; = 12120 # ciw* + (b — A,w")Ty* = 3 756,784, je tieba se vratit ke kroku 1
a pripojit podminku

Z2 S (b - Azw*)Ty*.
Model pak ma tvar, ktery je uveden v modelu v Lingu 13.

Model:
Max=z2 + 120*x7 4+ 100*x8 + 80*x9;
x1+ 0.051*x7 + 0.034*x8 <= 3;

x2 + 0.042*x7 + 0.028*x8 + 0.070*x9 <=2;
x3 + 0.060*x7 + 0.040*x8 <=3;

x4 + 0.042*x7 + 0.028*x8 + 0.070*x9 <=1.5;
x5 + 0.045*x7 + 0.030*x8 <=1;

x6 + 0.060*x7 + 0.040*x8 +0.1*x9 <=1.5;

X7 >= 3;

x8 <= 10;

x9 >= 3;

x7 + x8 = 13;

z2<10000;

22=197*x1+255*x2+315*x3+255*x4+257*x5+315*x6;

z2< 197* (3 - 0.051*x7 - 0.034*x8) + 255*(2 - 0.042*x7 - 0.028*x8 -
0.07*x9)+315* (3-0.06*x7-0.04*x8)+255* (1.5-0.042*%x7-0.028*%8-0.07*x9) +
257*%(1-0.045*x7-0.03*x8) + 315*(1.5 - 0.06*x7 - 0.04*x8 - 0.1*x9);
@gin (x7);

@gin(x8);
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Qgin (x9) ;
End

Model v Lingu 13

Global optimal solution found.

Objective value: 3851.824
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

72 1771.824 0.000000

X7 3.000000 0.000000

X8 10.00000 0.000000

X9 9.000000 0.000000

X1 2.507000 0.000000

X2 0.9640000 0.000000

X3 2.420000 0.000000

X4 0.4640000 0.000000

X5 0.5650000 0.000000

X6 0.2000000E-01 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 3851.824 1.000000

2 0.000000 197.0000

3 0.000000 255.0000

4 0.000000 315.0000

5 0.000000 255.0000

6 0.000000 257.0000

7 0.000000 315.0000

8 0.000000 0.000000

9 0.000000 0.000000

10 6.000000 0.000000

11 0.000000 0.000000

12 8228.176 0.000000

13 0.000000 0.000000

14 0.000000 39.16800

15 0.000000 46.11200

16 0.000000 12.80000

17 0.000000 1.000000

Vystup z Linga 13

Zvystupu z Linga 13 lIze vycist optimalni feSeni této ulohy: hodnota ucelové funkce
je z' = 3 851,824 a vektor feleni je w* = (2,507;0,965; 2,42; 0,464; 0,565; 0,02; 3; 10; 9).

Krok4:

K této primarni tloze s proménnymi X, = 3, Xg = 10 a Xq = 9 se vytvoii dudlni uloha a
vyfesi se. Tato dudlni tiloha bude mit tvar, ktery je zapsan v modelu v Lingu 14.

Model:

min = 2.507*ul + 0.964*u2 + 2.42*u3 + 0.464*ud4 + 0.565*u5 + 0.02*u6 + 2080;
ul >= 197;

u2 >= 255;

ul >= 315;

ud >= 255;
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ub >= 257;
u6 >= 315;
End

Model v Lingu 14

Resenim této ulohy je u* = (197;255;315;255;257;315) a hodnota ucelové funkce
je z=13851,824, viz vystup z Linga 14.

Global optimal solution found.

Objective wvalue: 3851.824
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 0

Variable Value Reduced Cost

Ul 197.0000 0.000000

U2 255.0000 0.000000

U3 315.0000 0.000000

U4 255.0000 0.000000

U5 257.0000 0.000000

U6 315.0000 0.000000

Vystup z Linga 14
Krok 5:

Protoze z; = 3851,824 = cIw"* + (b — A,w*)Ty* = 3 851,824, hodnota ucelové funkce
je optimalni a vypocet konci.

Optimalni feseni je obsazeno ve vystupu z Linga 13. Z tohoto vystupu je dale vidét, Ze:

- byly spotfebovany vSechny bonbony,

- byly vyrobeny piesné 3 bonboniéry prvniho typu, tedy o 0 vice nez byl minimalni
poZadavek,

- bylo vyrobeno ptresné 10 bonboniér druhého typu, tedy o 0 bonboniér mén¢, nez byl
maximalni poZadavek,

- byly vyrobeny 9 bonboniér tfetiho typu, tedy o 6 vice nez byl minimalni pozadavek,

- bylo vyrobeno piesn€ 13 bonboniér prvniho a druhého typu.

3.6 SROVNANIi JEDNOTLIVYCH METOD

Pfi primarnim zanedbanim podminek celociselnosti a az naslednym zaokrouhlenim
proménnych, na které jsou kladeny pozadavky celoCiselnosti, byla ziskana dvé feSeni.
Avsak pfi kontrole pfipustnosti jednotlivych feSeni, ziskanych zaokrouhlenim, se ukazalo,
ze dochazi k poruseni miniméalné jednoho vlastniho omezeni tUlohy, a tedy feSeni
nebyla piipustna. Samotné feSeni bez uvazovani podminek celocCiselnosti bylo ziskano rychle,
nicmén¢ dosazovani jednotlivych feSeni do vlastnich omezeni ulohy a kontrola pfipustnosti
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v

by se tedy musela fesit n¢jakou jinou metodou.

Metoda vétveni a mezi v tomto konkrétnim piipadé byla velmi snadna a rychla. Bylo to dano
predev§im tim, Zze pfitvorbé vétvi doslo Ktomu, ze jedna vétev byla ihned uzaviena,
vzhledem Ktomu, ze v danévétvi neexistovalo zadné piipustné feSeni. Nicméné
Vv rozsahlejSich ulohach, ¢i ulohach jinak formulovanych, miize dochazet k tomu, Ze pocet
vétvi a piipustnych feSeni v nich je pfili§ velky a tyto tlohy nemusi byt fesitelné v piijatelném

Case, €1 jsou vypocetné piili§ naro¢né.

U Gomoryho metody jiz simplexova tabulka zainala byt nepiehledna, vzhledem k poctu
vSech proménnych, véetné piidatnych a pomocnych. Piepocet simplexové tabulky
byl provadén v MS Excel, ale bylo naro¢né hlidat korektnost postupu vystupu, pravé kvuli
nepichlednosti. Vytvoreni samotné Gomoryho nerovnosti nebylo zase tak slozité, vzhledem
k tomu, Ze vétSina koeficientd u proménnych v potfebném fadku byla nulova. Nicméné
pokud by byl zna¢ny pocet celoCiselnych proménnych, bylo by mozné, Ze by bylo nutné
provadét vypocet v mnoha krocich. Byt v této uloze stacilo k ziskani optimalniho feSeni
pouze pridat jednu Gomoryho nerovnost a tedy ucinit dva ptepoéty simplexové tabulky,

bylo feseni ulohy ¢asoveé naro¢néjsi nez u predchozich dvou metod.

Bendersova metoda byla ponékud naro¢néjsi na pochopeni a aplikaci na konkrétni piiklad.
Nakonec vSak vypocet nebyl zase tak slozity, jen bylo velmi dileZité nezaplést
se do jednotlivych uloh, spravné nadefinovat Glohy dualni a systematicky si zaznamenavat

jednotliva ziskana feSeni.
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ZAVER

Cilem této prace bylo seznamit Ctendfe s vybranymi metodami feSeni uloh smiSeného
celoCiselného programovani, a to jak zteoretického hlediska, tak i ztoho praktického.
Tato prace je ¢lenéna do tii kapitol, pfi¢emz prvni dvé se zabyvaji teoretickym pohledem
a kapitola treti je tvofena aplikaci metod na praktickém piikladu.

V prvni kapitole, nazvané CeloCiselné programovani, je ¢tenaf uveden do problematiky
celoCiselného  programovani, vcéetn¢ seznameni s mnozinou pfipustnych feSeni.
Dale tu je také obecna formulace tilohy smiSené¢ho celo¢iselného linearniho programovani.

V kapitole druhé jsou jiz obsazeny jednotlivé vybrané metody feSeni uloh smiseného
celociselného linearniho programovani. U kazdé metody je uveden teoreticky postup vypoctu,
ktery je pro vétsi srozumitelnost rozsifen o jednoduchy ptiklad. V této préci jsou konkrétné

obsazeny nasledujici metody:

— metoda zaokrouhlovanti,
— mMmetoda vétveni a mezi,
— Gomoryho metoda

— a Bendersova metoda.

Ve treti kapitole byl naformulovan konkrétni problém, pro jehoz feSeni byly pouZity zminéné
metody. Cilem této prace bylo zjistit vhodnost jednotlivych metod, jejich ¢asova a vypocetni
naroc¢nost a piipadné srovnani vysledkd.

Vzhledem k tomu, Ze je tato prace zaméfena pouze na vybrané metody feseni, jisté by se dala
rozs§ifit o dal§i metody, naptiklad dekompozi¢ni metodu Dantziga-Wolfeho, nebo o problém
dynamického programovani.

Pokud by tuloha byla pfili§ rozsahld a nebylo by mozné ziskat optimalni feSeni nékterou
z uvedenych metod, dalo by se vyuzit n¢které z heuristickych metod a dosdhnout alespon
dostate¢né dobrého piipustného feseni.
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Ptilohy

PRILOHY

PRILOHA A

Tabulky vypoc¢tu pro Gomoryho metodu, obsahuje tabulky 17, 18, 19 a 20.
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