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Abstrakt 

 

Název práce:  Zobecněná hromadná úloha batohu  

Autor:   Markéta Kocourková 

Katedra:   Katedra ekonometrie 

Vedoucí práce: Mgr. Jana Sekničková, Ph.D. 

 

Tématem této práce je zobecněná úloha batohu. Všeobecně problém batohu patří mezi 

základní úlohy lineárního programování a spadá do kategorie úloh celočíselných. Velice často 

je formulována jako úloha binární neboli 0-1. Problém batohu, který je v angličtině znám pod 

názvem The Knapsack Problem, uvažuje několik typů úloh, které budou v této bakalářské 

práci představeny. Některé úlohy batohu jsou tak rozsáhlé, že i přes existenci algoritmů 

vedoucích k optimálnímu řešení, jsou spíše využívány různé heuristiky, které sice k výsledku 

dojdou dříve, ale již nejsou tak přesné. Proto jsou některé úlohy řazeny do NP-těžkých úloh.  

Tato práce je zaměřena konkrétně na zobecněnou hromadnou úlohu batohu. Na praktickém 

příkladě bude ukázáno, kde je možné tuto úlohu využít. 

 

Klíčová slova: úloha batohu, celočíselné programování, zobecněná hromadná úloha batohu 

 

 

Abstract 

Title:   Generalized assignment problem  

Author:  Markéta Kocourková 

Department:   Department of Econometrics 

Supervisor:  Mgr. Jana Sekničková, Ph.D. 

 

The generalized assignment problem is a topic of this thesis. The knapsack problem in 

general belongs to among classical operation research problems and belongs to the category 

of integer linear programming. It is very often formulated as a binary problem or 0-1. There 

are several types of knapsack problems which are described in this thesis. Some of the 

knapsack problems are so large and although exist exact algorithms for finding optimal 

solution, heuristics are rather used. They are not so exact but they find solution much earlier. 

Therefore some of the knapsack problems belong to NP-hard problems. This thesis is focused 

on one type particularly, the generalized assignment problem, which is demonstrated on 

practical example how the problem can be used. 

 

Keywords: the knapsack problem, integer programming, generalized assignment problem
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1. Úvod 
 
 Ve své bakalářské práci bych ráda čtenáři představila zobecněnou hromadnou úlohu 

batohu. Tato úloha spadá do skupiny úloh celočíselného programování. S úlohami 

celočíselného programování se v praxi potýkáme dnes a denně, aniž bychom si to 

uvědomovali. Neustále jsme postaveni do situací, kdy se musíme rozhodovat. Ať se jedná o 

balení věcí na dovolenou, nahrávání písní či alb do mp3, stěhování se malou dodávkou atd. 

Tyto i mnoho dalších situací by šlo řešit pomocí úlohy batohu. 

 V následující kapitole jsou popsány jednotlivé druhy úloh batohu. První část kapitoly 

seznamuje čtenáře s celočíselným programováním. Druhá část této kapitoly se věnuje 

jednodušším úlohám batohu, které pracují pouze s jedním batohem. Jsou to problémy jako 

bivalentní úloha, úloha batohu s vícenásobnou volbou, omezená úloha batohu a neomezená 

úloha, cenově nezávislá úloha batohu a change-making problem. Druhá část se potýká se 

složitějšími hromadnými úlohami. Zde je popsána hromadná bivalentní úloha, zobecněná 

hromadná úloha batohu a bin-packing problem. U každé úlohy lze nalézt její matematický 

model a každá úloha je také teoreticky popsána. Matematické modely a informace v této 

kapitole jsou čerpány z publikace [1] a [4]. 

 Třetí kapitola se blíže zabývá už jen konkrétně zobecněnou hromadnou úlohou a jejími 

modifikacemi. Ve druhé kapitole je zobecněná hromadná úloha batohu popsána jako 

maximalizační, ale v této kapitole bude popsána její modifikace i jako problém 

minimalizační.  Informace v této kapitole jsou čerpány především z knihy [1] a dále pak 

z článků [9] a [10]. 

 Čtvrtá kapitola se zabývá zobecněnou hromadnou úlohou batohu a jejím uvedením do 

praktického příkladu. Jedná se o situaci z prostředí leteckého provozu, konkrétně vybrání 

letadel pro zpáteční let na lince Praha - Dubaj. Je zde blíže představena letecká společnost 

Emirates Airlines, na které je problém aplikován. V této kapitole se tedy lze dozvědět o její 

historii i službách, které nabízí svým zákazníkům. Situace je zde popsána a převedena na 

matematický model. Úloha je následně vyřešena v optimalizačním softwaru LINGO 12.0, 

z něhož jsou zobrazeny výstupy s řešením této úlohy. Výsledky jsou poté ekonomicky 

interpretovány. Informace ohledně služeb jsou čerpány především ze stránek společnosti 

Emirates Airlines [11] a dále pak ze stránek [12], a [13]. Informace o zaměstnancích a 

mzdách byly získány od bývalého pracovníka společnosti Emirates Airlines. 
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2. Úloha batohu 
 
Problém batohu patří mezi úlohy celočíselného programování, které obsahují 

podmínky zajišťující, aby některé nebo všechny proměnné nabývaly pouze celočíselných 

hodnot, a velmi často také mohou obsahovat podmínky bivalence, tedy případ kdy 

proměnné mohou nabývat pouze hodnot 0 a 1. S podmínkami bivalence se modelují 

problémy, kde je potřeba rozhodnout, zda nějaký stav nastane (hodnota 1), anebo 

nenastane (hodnota 0). Základní typ této úlohy neboli čistý problém batohu má pouze 

jedno omezení a všechny koeficienty tohoto omezení jsou kladné. Tento problém lze 

popsat jako soubor n předmětů s indexem j, kde j = 1, 2, …, n. Každý předmět má svou 

charakteristiku wj a zisk pj . Kapacita batohu je označena c.  

Matematický model této úlohy je formulován následovně: 

 

maximalizovat ∑ ����
�
���  , 

za podmínek  ∑ 	���
�
���   ≤ c, 

    xj ≥ 0, celé číslo;  j = 0,1, …, n. 

 

Proměnná xj  představuje počet vybraných kusů předmětu j v batohu. 

 Z praktického hlediska má tato úloha široké uplatnění, a to nejen v operačním 

výzkumu. Právě proto byla intenzivně studována, a to především v posledních letech. Problém 

batohu může být aplikován do mnoha ekonomických oblastí. Například do oblasti 

investování, kdy investoři chtějí investovat vše nebo část množství c korun a zvažují n 

investic. Pak pj bude považováno za očekávaný zisk z investice j a wj množství korun, které je 

k investici požadováno. A nejen zde může být tato úloha uplatněna, namátkou také 

v rozpočtovém plánování, nákladovém zatížení a také při dělení akcií [1]. To jsou možné 

aplikace této úlohy, které mohou být vyřešeny pomocí úlohy batohu. Ty se mohou rozdělit na 

jednoduchou úlohu batohu, kde pouze jeden batoh či kontejner musí být zaplněn optimálním 

množstvím předmětů, a dále pak na hromadné úlohy batohu, kde jsou k dispozici dva a více 

batohů.  

 Úloha batohu spadá do tzv. NP-úplných úloh (podrobnější vysvětlení lze nalézt v [5]), 

což je třída rozhodovacích problémů spadající do NP tříd složitosti, o kterých je možné se 

více dočíst v [6]. Dosud pro ně neexistuje žádný obecný algoritmus, který by nalezl její 
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optimální řešení v polynomiálním čase [7]. Bylo však vymyšleno několik heuristik1, pomocí 

kterých se optimálnímu řešení lze rychle přiblížit. 

 

2.1 Celočíselné programování 
 

 Vzhledem k některým typům úloh a ekonomické interpretaci proměnných je nezbytné, 

aby byly výsledky některých praktických úloh celočíselné. V praxi je to běžný problém. 

Například když firma musí řešit, jaké výrobky má vyrábět, a nemůže se stát, aby vyráběla půl 

auta nebo třeba půl telefonu. Jednoduchá cesta k odstranění tohoto problému by bylo 

zaokrouhlení výsledků. To by však mohlo vést k nepřípustnému řešení nebo k řešení s horší 

hodnotou účelové funkce než optimální. Z toho důvodu se některé typy úloh formulují se 

speciálními podmínkami celočíselnosti. Těmto úlohám, u kterých je požadováno, aby některé 

nebo všechny proměnné nabývaly celých hodnot, říkáme úlohy celočíselného programování. 

Kapitola celočíselného programování je převzata z [2, str. 257-259]. 

 Podmínky celočíselnosti mohou být kladeny buď na všechny proměnné modelu anebo 

jen na některé. V případě, že jsou kladeny tyto podmínky na všechny proměnné modelu, jedná 

se o ryze celočíselné úlohy. Jestliže jsou podmínky celočíselnosti požadovány jen po 

některých proměnných, jedná se o smíšené celočíselné úlohy. V některých modelech se však 

mohou vyskytovat další speciální podmínky s požadavkem, aby proměnné nabývaly pouze 

hodnot 0 a 1. Takové proměnné se označují jako bivalentní, ale je možné použít označení 

binární či nulajedničkové. Hodnota 1 označuje, že nějaký jev nastane, hodnota 0 pak že daný 

jev nenastane. Úlohy obsahující pouze bivalentní proměnné se označují jako úlohy 

bivalentního programování. 

 Výpočet úloh celočíselného programování je daleko náročnější než obdobné úlohy, 

které podmínky celočíselnosti neobsahují. Pro řešení úloh celočíselného programování není 

možné použít standardní simplexovou metodu [2, str 81]. Z toho důvodu byly navrženy 

speciální algoritmy pro řešení celočíselných úloh. Ty se dají rozdělit podle svého charakteru 

do několika skupin. 

 Metody řezných nadrovin  jsou vhodné k výpočtu jak ryze celočíselných tak smíšeně 

celočíselných úloh. Tento typ metod však není vhodný k výpočtu úloh bivalentního 

programování. Tyto metody vycházejí z množiny přípustných řešení úlohy bez podmínek 

celočíselnosti. Optimální řešení je vypočteno klasickou simplexovou metodou. V každém 

následujícím kroku je konstruováno jedno dodatečné omezení, které odděluje z této množiny 

přípustných řešení nějakou podmnožinu, která však nesmí obsahovat žádné přípustné řešení. 

                                                           
1 Heuristika je metoda řešení problémů, pro něž dosud není znám přesný algoritmus, či přesnější metoda 

nalezení optima. Řešení heuristik se optimu často pouze přibližuje a nezaručuje tedy nejlepší řešení. Je to ale  
relativně rychlý, univerzální a jednoduchý způsob jak nalézt řešení [6]. 
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Pro tuto množinu je pak následně vypočteno další přípustné řešení. Tímto způsobem se bude 

postupovat tak dlouho, dokud řešitel nedojde k optimálnímu řešení. Typickým zástupcem 

metod řezných hadrovin je Gomoryho metoda. 

 Druhou skupinu tvoří kombinatorické metody. Ty lze použít pro řešení většiny úloh 

celočíselného programování. Ryze celočíselné úlohy mají konečný počet celočíselných řešení, 

smíšeně celočíselné úlohy mají konečný počet kombinací hodnot celočíselných proměnných. 

Všech těchto řešení nebo kombinací je však v typickém případě velmi mnoho. Podstatou 

kombinatorických metod je jejich efektivní prohledávání. Výpočetní realizace jednotlivých 

kombinatorických metod je odlišná a to z toho důvodu, že jsou určeny pouze pro řešení 

konkrétních typů úloh. Nejznámějším zástupcem kombinatorických metod je metoda větví a 

mezí. 

 Další skupinou používanou k výpočtu celočíselných úloh jsou speciální metody. Je to 

široká třída metod, která byla navržena pro speciální typy celočíselných úloh. Může se sem 

například zařadit maďarská metoda (viz kapitolu 3.3). Dále sem patří různé speciální přibližné 

algoritmy pro řešení okružního dopravního problému a dalších rozvozních úloh, pro které 

nelze optimální řešení nalézt, nebo exaktní algoritmus nalézá optimální řešení velice obtížně.  

  

2.2 Jednoduchá úloha batohu 
 
 Jednoduché úlohy batohu jsou specifické tím, že se zde naplňuje pouze jeden batoh. 

Musí zde být, stejně jako u hromadné úlohy batohu, splněna podmínka omezené kapacity 

prostoru a nezáporné charakteristiky předmětů. Do batohu jsou vkládány jednotlivé předměty 

a to podle zadaných kritérií. Těmi můžou být například váha, objem atd. 

 Všechny matematické modely následujících problémů jsou čerpány z publikace [1]. 

 

2.2.1 Bivalentní úloha batohu 
 

 Bivalentní úloha batohu je nejvíce používanou a také nejznámější variantou. 

V anglickém jazyce je známá jako 0/1 knapsack problem, nebo binary knapsack problem. 

Proměnná xj zde určuje, zda je předmět vložen do batohu (hodnota xj = 1) nebo není (hodnota 

xj = 0). V případě, že by součet charakteristik všech předmětů byl menší nebo roven kapacitě, 

mohly by být vybrány všechny předměty, nastalo by tzv. triviální řešení, a tuto úlohu by 

nemělo smysl řešit. 
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 Matematický model této úlohy vypadá následovně: 

  maximalizovat   ∑ ����
�
��� , 

  za podmínek  ∑ 	���
�
���  ≤ c, 

     xj  = 0 nebo 1,   j = 1, 2, …, n. 

 

2.2.2 Úloha batohu s vícenásobnou volbou 
 

Tato úloha je také známá jako úloha batohu s obecným omezením horních hranic a jde 

v podstatě o speciální případ bivalentní úlohy batohu. Je dán batoh o kapacitě c a m vzájemně 

neslučitelných skupin předmětů. Skupiny jsou označeny Ni, kde i = 1, 2, …, m. Každý 

předmět označený j náležející Ni  má charakteristiku wij  a z jeho zařazení do batohu plyne zisk 

pij. Cílem je vybrání právě jednoho předmětu z každé skupiny tak, aby nebyla překročena 

kapacita c a zisk byl co největší [4]. 

 Matematický model úlohy batohu s vícenásobnou volbou je naformulován následovně: 

  maximalizovat ∑ ∑ ��� ���
�
��� ,

���   

  za podmínek  ∑ ∑ 	�� ���
�
���  ≤  �,

���  

     ∑ ���
�
���  = 1,   i = 1, 2, …, m, 

      xij  = 0 nebo 1,   i = 1, 2, …, m, 

          j = 1, 2, …, n. 

 Proměnná xij reprezentuje vybrání j-tého předmětu z i-té skupiny.   

V anglické literatuře se tento problém dá najít jako multiple-choice knapsack problem 

(MCKP), nebo jako problem with generalized upper bound (GUB). 

 

2.2.3 Omezená úloha batohu 
 

 Omezená úloha batohu je v podstatě zobecněním úlohy bivalentní. Jedná se o situaci, 

kdy je nějakého předmětu pouze omezené množství, nebo musí být vybrán v nějakém 

nejmenším množství. Tím tedy do matematického modelu přibudou nové sady omezení 

s horními hj a dolními dj mezemi pro j-tý předmět. Dolní meze udávají minimální počet 

předmětů, které musí být vybrány. Horní mez pak naopak stanovuje maximální množství 

daného předmětu. 
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 Formulace matematického modelu vypadá následovně: 

  maximalizovat ∑ �� ��
�
��� , 

za podmínek  ∑ 	� �� �
���  ≤ c, 

      dj ≤ xj ≤ hj , 

      x ≥ 0, celé číslo; j = 1, 2, …, n. 

 Pokud se bude dolní mez rovnat nule a horní jedné, bude se jednat o úlohu bivalentní, 

která je tedy pouze speciální úlohou s mezemi. V anglické literatuře lze tento problém najít 

jako bounded knapsack problem. 

 

2.2.4 Neomezená úloha batohu 
 

 Tato úloha je speciálním případem úlohy 2.2.3. Zde nastává situace, kdy je k dispozici 

neomezený počet každého předmětu j. V anglické literatuře se nazývá unbounded  knapsack 

problem. 

Tento matematický model je shodný se základním modelem problému batohu, který je 

formulován v kapitole 2. 

 

2.2.5 Cenově nezávislá úloha batohu 
 

 V tomto případě, jak napovídá název úlohy, nebude brán zřetel na cenové koeficienty, 

ale bude se vybírat taková podmnožina předmětů, aby se její celková velikost co nejvíce 

blížila kapacitě batohu. Tento problém vychází z úlohy bivalentní a v anglické literatuře by se 

dal najít pod názvy subset-sum problem, value independent knapsack problem či stickstacking 

problem. 

 Matematický model cenově nezávislé úlohy batohu vypadá následovně: 

  maximalizovat  ∑ 	� ��
�
��� , 

  za podmínek  ∑ 	� ��
�
���  ≤ c, 

     xj  = 0 nebo 1, j = 1, 2, …, n. 

 Proměnná xj reprezentuje vybrání j-tého předmětu.  

  



8 

 

2.2.6 Change-making problem 
 

 Ani v této úloze se nepočítá s cenovými koeficienty. V úloze change-making problem 

(dále CMP) jde o to, přesně naplnit celou kapacitu, a to pomocí minimálního počtu předmětů. 

To znamená, že předměty se budou vybírat podle velikosti od největšího po nejmenší. Cílem 

této úlohy je minimalizovat počet vložených předmětů. 

Jako CPM lze tuto úlohu nazývat („ problém rozměňování mincí“) od té doby, kdy ji 

lze interpretovat pokladním, který má rozměnit bankovku o hodnotě c, použitím co 

nejmenšího počtu mincí v n různých hodnotách wj (j =1, 2, …, n), přičemž má k dispozici 

neomezený počet mincí. Pokladní se tedy bude snažit o vybrání mincí co nejvyšší hodnoty.  

CPM lze v praxi aplikovat například na nákladové zatížení nebo dělení akcií. Princip 

může být ukázán na zdi, která má být pokryta deskami. CPM bude řešit, jak je možné zeď 

pokrýt dostupnými deskami daných rozměrů v co nejnižším možném počtu desek. 

 Formulace matematického modelu chase-making problem vypadá následovně: 

  minimalizovat   ∑ ��
�
��� , 

  za podmínek  ∑ 	��� 
�
���  = c, 

     xj  ≥ 0, celé číslo,  j = 1, 2, …, n. 

 

2.3 Hromadná úloha batohu 
 
 V hromadné úloze batohu je hlavní změna oproti jednoduché úloze v tom, že se zde 

pracuje se dvěma či více batohy. 

 V hromadné úloze batohu se lze setkat s dvěma případy velikostí batohu [9, str. 4]. 

V první variantě je dána množina předmětů a množina batohů se stejnou kapacitou c. Cílem je 

nalézt přípustné zabalení předmětů použitím batohů s omezenými kapacitami tak, aby byl 

minimalizován celkový počet použitých batohů. 

 V druhé variantě je dána množina předmětů rozdílných velikostí a množina batohů 

rozdílných kapacit ci. V této variantě se má najít takový způsob zabalení všech předmětů tak, 

aby maximální překročení kapacity kteréhokoliv batohu bylo minimální. 

 Druhý případ hromadné úlohy batohu lze ukázat na příkladu s procesory. Zde je 

k dispozici multiprocesor plánující. Cílem je přiřadit soubor nezávislých úloh s danou dobou 
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zpracování přístrojům s rozdílnou rychlostí řešení tak, aby byl minimalizován časový interval 

finálního plánu. 

 

2.3.1 Hromadná bivalentní úloha batohu 

 

 V tomto případě se bude pracovat se souborem n předmětů (j = 1, 2, …, n) a souborem 

m batohů (i = 1, 2, …, m) o kapacitě ci, přičemž zde musí platit podmínka, že počet předmětů 

není menší než počet batohů m ≤  n, aby mělo smysl tuto úlohu řešit. V opačném případě by 

bylo možné m – n batohů s nejmenší kapacitou vypustit, a pak by se počet předmětů rovnal 

počtu batohů. Dále počítá tato úloha s předpokladem, že platí podmínka, při které se i největší 

předmět vejde do největšího batohu, tedy max wj ≤ max ci, a kdy se nejmenší předmět vejde 

do nejmenšího batohu, tedy min wj ≤ min ci, jinak by nebylo možné některé předměty do 

batohu vůbec umístit. Stejně jako u klasické bivalentní úlohy batohu zde rozhodujeme, který 

předmět vybereme, ale navíc se musíme rozhodnout, do kterého batohu daný předmět 

umístíme. Každý předmět j může být umístěn do každého batohu pouze jednou. Dále musí být 

zajištěna poslední podmínka, při které musí platit, že součet všech charakteristik všech 

předmětů je větší než kapacita největšího batohu. Pak by bylo totiž možné vložit všechny 

předměty do jednoho batohu a takové řešení by bylo triviální. 

 Hromadná bivalentní úloha navíc obsahuje prvky přiřazovacího problému.2 

 Formulace matematického modelu hromadné bivalentní úlohy batohu vypadá 

následovně: 

  maximalizovat  ∑ ∑ �� ���

���

�
��� ,   

  za podmínek  ∑ 	� ���
�
���  ≤ ci,  i = 1, 2, …, m, 

     ∑ ���

���  ≤ 1,   j = 1, 2, …, n, 

     xij  = 1 nebo 0,   i = 1, 2, …, m, 

 j = 1, 2, …, n. 

 Proměnná ��� představuje  j-tý předmět v i-tém batohu. Účelová funkce maximalizuje 

zisk zabalených předmětů. První omezení zajišťuje, že žádný batoh nebude přeplněn, a druhé 

                                                           
2 Přiřazovací problém je taková úloha lineárního programování, která spočívá v nalezení vzájemně 

jednoznačného přiřazení jednotek ze dvou skupin tak, aby toto přiřazení přineslo co nejvyšší efekt. U obou 
množin se předpokládá stejný konečný počet prvků. V případě že se množiny nerovnají lze jednu skupinu 
doplnit fiktivními jednotkami. Proměnné jsou bivalentní a určují přiřazení i-tého prvku první množiny j-tému 
prvky z druhé množiny [2, str. 69]. 
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omezení zajistí, že každý předmět bude umístěn maximálně do jednoho batohu. V případě že 

m = 1, dochází k omezení na jednoduchý bivalentní problém batohu, který je uveden v 2.2.1.  

 Na hromadnou bivalentní úlohu batohu lze také pohlížet jako na problém alokace 

zdrojů (resource allocation problem), kde je k dispozici m zdrojů (batohů) a n objektů. Každý 

zdroj má svůj vlastní rozpočet (kapacita batohu) a charakteristiku wj, která představuje 

spotřebu zdroje j objektem i. Cílem je maximalizovat zisk během realizovaní daného rozpočtu 

[11, str. 2]. 

V anglické literatuře tento typ úlohy najdeme jako 0/1 multiple knapsack problem. 

 

2.3.2. Zobecněná hromadná úloha batohu 

 

 Tato úloha vychází z hromadné bivalentní úlohy batohu a i v tomto typu úlohy jsou 

prvky přiřazovacího problému. Také v této úloze je k dispozici n předmětů označených 

indexem j (j = 1, 2, …, n) a m batohů s kapacitou ci (i = 1, 2, …, m). Každý předmět o 

charakteristické vlastnosti wij je přiřazen právě jednomu batohu. Předměty zde ovšem, na 

rozdíl od předešlých typů úloh batohu, budou svou hodnotu měnit na základě toho, do kterého 

batohu budou vybrány, a to samé bude platit i pro jejich zisk pij. Cílem přiřazování předmětů 

je maximalizovat celkový zisk všech zabalených předmětů.  

V anglické literatuře tento typ úlohy najdeme jako generalized assignment problem 

(dále jen GAP).  

 Matematický model zobecněné hromadné úlohy batohu je naformulován následovně: 

  maximalizovat ∑ ∑ ��� ���
�
���


��� ,  

  za podmínek  ∑ 	�� ���
�
���  ≤ ci;  i = 1, 2, …, m, 

     ∑ ���

���  = 1;    j = 1, 2, …, n, 

     ��� = 1 nebo 0,   i = 1, 2, …, m, 

 j = 1, 2, …, n. 

 

 Proměnná ��� představuje  j-tý předmět v i-tém batohu. Hodnota 0 znamená, že 

předmět ��� nebyl vybrán. 
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2.3.3 Bin-packing problem 

 

 Bin-packing problem (dále BPP) by se mohl do češtiny přeložit jako problém 

naplňování zásobníku. A v terminologii úlohy batohu jej lze popsat takto: je dáno n předmětů 

a n zásobníků, kde wj je charakteristická vlastnost předmětu j, a kapacita c každého 

zásobníku. Každý předmět přiřadíme právě do jednoho zásobníku tak, aby celková váha 

předmětů v každém zásobníku nepřekročila kapacitu c a počet použitých zásobníků byl 

minimální.  

 Problém naplňování zásobníků má několik variant, jako například balení podle 

nákladů či balení podle hmotnosti. BPP má také mnoho praktických aplikací, jako naplňování 

kontejnerů, nákladových vozíků s omezenou kapacitou, nebo vytvoření zálohovacího souboru 

pro vyměnitelná média (angl. Removable media).  

 Matematická formulace BPP by mohla vypadat takto: 

  minimalizovat  ∑ ��
�
��� , 

  za podmínek  ∑ 	� ���
�
���  ≤ cyi ,   i = 1, 2, …, n, 

     ∑ ���
�
���  = 1,   j = 1, 2, …, n, 

     x
ij  = 0 nebo 1,   j = 1, 2, …, n,  

i = 1, 2, …, n, 

     y
i  = 0 nebo 1,   j = 1, 2, …, n, 

kde 

  yi = 1, když je zásobník i použit,    yi = 0 jinak  

  xij = 1, když je předmět j vložen do zásobníku i,  xij = 0 jinak. 
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3. Zobecněná hromadná úloha batohu 
 

 Jak je již uvedeno výše, patří tato úloha mezi vícerozměrné úlohy, máme zde tedy 

k dispozici dva či více batohů. Speciálním typem této úlohy je případ, kdy jsou všechny 

kapacity batohů totožné. Tento případ je mnohem jednodušší než obecný problém, kde se 

kapacity nerovnají. Neobvyklé oproti ostatním typům problému batohu je zde fakt, že zisk a 

charakteristiky předmětů se mění s tím, do jakého batohu je umístíme. Všeobecně je cílem 

zobecněné hromadné úlohy batohu v aplikované matematice maximalizace zisku zabalených 

předmětů. Vzhledem k maximalizační účelové funkci lze také použít zkratku MAXGAP. Dále 

také existují modifikace této úlohy, a to MINGAP, která je popsaná v kapitole 3.1, kde je 

naopak účelová funkce minimalizační, a LEGAP popsaná v kapitole 3.2. Matematický model 

MAXGAP by popsán v kapitole 2.3.2 a vypadá následovně: 

  maximalizovat ∑ ∑ ��� ���
�
���


��� ,  

  za podmínek  ∑ 	�� ���
�
���  ≤ ci;  i = 1, 2, …, m, 

     ∑ ���

���  = 1;    j = 1, 2, …, n, 

     ��� = 1 nebo 0,   i = 1, 2, …, m; 

 j = 1, 2, …, n. 

 

 Proměnná ��� představuje  j-tý předmět v i-tém batohu. Hodnota 0 znamená, že 

předmět ��� nebyl vybrán. 

 Ve speciálním případě, že se všechny kapacity batohů a charakteristiky předmětů 

rovnají jedné, se zobecněná hromadná úloha zredukuje na maximalizační přiřazovací 

problém. V případě že se všechny náklady a zisky požadavků rovnají, problém se zredukuje 

na hromadný problém batohu.  

 Zobecněná úloha batohu je aplikovatelná v mnoha oborech, jako například při 

ukládání dat a vyhledávání na disku a umístění zásob na skladě.  
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 3.1 MINGAP 

 

 Zobecněná úloha batohu může být v některé literatuře také definována jako 

minimalizační problém tedy MINGAP. Cílem této úlohy je najít minimální součet nákladů 

předmětů, které byly vybrány do batohu. Přiřazením j-tého předmětu do i-tého batohu o 

kapacitě ki vzniknou náklady cij. 

 Formulace minimální úlohy GAP vypadá takto: 

  minimalizovat  ∑ ∑ ��� ���
�
���


��� , 

  za podmínek  ∑ 	�� ���
�
���  ≤ ki,  i = 1, 2, …, m, 

     ∑ ���

���  = 1,   j = 1, 2, …, n, 

     ��� = 1 nebo 0,   i = 1, 2, …, m; 

 j = 1, 2, …, n. 

Tyto úlohy, tedy GAP a MINGAP, jsou navzájem ekvivalentní. Platí zde pij = −  cij 

(nebo cij = −pij) pro všechna i =1, 2, …, n a všechna j = 1, 2, …, m. Tímto se může proměnit 

jedna verze úlohy za druhou . Jsou-li všechny číselné hodnoty omezené na kladné celočíselné 

hodnoty, transformace může být získána takto: je dán příklad MINGAP, který definuje 

jakoukoliv celočíselnou proměnnou jako 

     t > maxij (cij),   i = 1, 2, …, m,  

j = 1, 2, …, n, 

a množinu  

     pij = t − cij,    i = 1, 2, …, m, 

 j = 1, 2, …, n. 

Dosazením pij = t − cij do minimalizační funkce ∑ ∑ ��� ���
�
���


���  vznikne nová účelová funkce 

následovně: 

 ∑ ∑ (�
��� ���


���  −  ��� ���)  

= ∑ ∑ � ���
�
���


���  − ∑ ∑ ��� ���

�
���


���  =  

t∑ ∑  ���
�
���


���   − ∑ ∑ ��� ���

�
���


���  

 

Proto lze účelovou funkci zapsat tímto způsobem: 

 Z = t∑ ∑  ���
�
���


���  − ∑ ∑ ��� ���

�
���


��� , 
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 Proto může být řešení (xij) úlohy GAP nalezeno jako MINGAP.  

Díky druhé podmínce ∑ ���

���  = 1 se může stát, že úloha nemusí mít nutně přípustné 

řešení, jak je vidět na konkrétním příkladě kdy: 

m = 2,  w1,j = w2,j = wj, p1,j = p2,j = 1,  j = 1, 2, …, n, 

c1 = c2 = 
�

�
 ∑ 	��

���    

 

  minimalizovat   ∑ ���

��� , 

za podmínek   ∑ 	� ���
�
���  ≤ 

�

�
 ∑ 	�

�
��� , 

     ∑ ���

���  = 1,   j = 1, 2, …, n, 

     ��� = 1 nebo 0,   i = 1, 2, …, m; 

 j = 1, 2, …, n. 

Upravením prvního omezení se však řešitel dostane k výsledku  

  ∑ ���
�
���  ≤ 

�

�
 

Z toho je patrné, že takové řešení je nepřípustné, protože proměnná xij může nabývat pouze 

hodnoty 0 a 1. 

        

 3.2 LEGAP 

 

 I tato úloha je ekvivalentní k úloze GAP, a tedy zároveň i k MINGAP, ale na rozdíl od 

předchozích dvou verzí vždy nachází vhodné řešení.  

 Matematický model úlohy LEGAP vypadá takto: 

  maximalizovat  �� = ∑ ∑ �̂�� ���
�
���


��� , 

  za podmínek  ∑ 	�� ���
�
���  ≤ ci,  i = 1, 2, …, m, 

     ∑ ���

���  ≤ 1,   j = 1, 2, …, n, 

     ��� = 1 nebo 0,   i = 1, 2, …, m,  

j = 1, 2, …, n. 
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Díky druhé podmínce (∑ ���

���  ≤ 1) LEGAP vždy najde i nulové řešení. Na rozdíl od 

MINGAP a MAXGAP kde se vyžaduje rovnost (∑ ���

���  = 1). Lze tedy říci, že předchozí dvě 

verze jsou speciálním případem úlohy LEGAP. 

Je li dán příklad LEGAP, pak ekvivalentní příklad GAP bude mít navíc batoh o 

kapacitě cm+1,j = n, pak pm+1,j  = 0, a wm+1,j = 1 (pro všechna j = 1, 2, …n) a kde pij = �̂ij (pro i = 

1, 2, …m, a pro j = 1, 2, …n). Batoh m + 1 nedává žádný zisk navíc a vždy povoluje přípustné 

řešení tak, že Z = Z�.  

Proto lze pomocí LEGAP získat řešení pro úlohu GAP, tím se splní podmínka ∑ ���

���  = 1, 

v případě GAP však nemá přípustné řešení, když pro některá j bude platit:   ∑ ���

���  = 0. 

Bivalentní hromadná úloha batohu je speciálním případem LEGAP, kde pij = pj a wij = 

wi pro i = 1, 2, …n a pro j = 1, 2, …m (tzn. zisk a charakteristická vlastnost každého předmětu 

je závislá na tom, do kterého batohu je j-tý předmět vybrán).  

Nejznámějším speciálním případem zobecněné úlohy batohu je linearmin-sum 

assignment problem (nebo také assignment problem), kde je MINGAP s n = m, ci = 1a wij = 1 

pro i = 1, 2, …m a j = 1, 2, …n (díky omezení ∑ ���

���  = 1, můžeme první omezení nahradit 

∑ ���
�
���  = 1 pro i = 1, 2, …m. Tento problém může být řešen maďarskou metodou 

(kapitola 3.3).  

Matematický model tohoto speciálního případu by pak mohl vypadat následovně: 

  minimalizovat  Z = ∑ ∑ ��� ���

���


��� , 

  za podmínek  ∑ ���

���  = 1,  j = 1, 2, …n, 

     m = n 
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3.3 Maďarská metoda  

Jednou z možností jak řešit některé úlohy zobecněné úlohy batohu, je maďarská 

metoda, kterou vyvinul a publikoval americký matematik Harold Kuhn, který se zabýval 

především teorií her. Tuto metodu pojmenoval jako maďarskou, protože její algoritmus byl 

z velké části založen na dřívější práci dvou maďarských matematiků Dénese Kőniga a  

Jenő Egerváryho [16]. 

Vstupem v maďarském algoritmu je nákladová matice rozměrů n × n. Výstupem je 

optimální spárování každého elementu, příkladem může být přiřazení určitého dodavatele D 

některému z odběratelů O tak, aby bylo přiřazení provedeno s co nejmenšími náklady.  

Maďarská metoda je založena na hledání optimálního řešení pomocí matice 

s redukovanými cenami tak, aby všechny vstupy zůstaly nezáporné a aby v každém řádku a 

každém sloupci byla alespoň jedna nula. Existuje-li řešení, ve kterém odpovídají nulové 

hodnoty kladným hodnotám cen z původní matice, je toto řešení optimální. V případě, že 

takové řešení neexistuje, provede se další redukce matice cen. Algoritmus maďarské metody 

je možné vidět na uvedeném příkladě [15]: 

1. Krok  

Je dána nákladová matice se sazbami, kde hodnoty v řádcích :  

                                                            

90 75 75 80 

 

35 85 55 65 

125 95 90 105 

45 110 95 115 
 

V každém řádku zadané matice se najde minimum, které se pak v rámci řádku odečte od 

všech hodnot, aby se získala nová matice. 

 

2. Krok 

   

15  0 0 5 

 

0 50 20 30 

35  5 0 15 

0 65 50 70 

Ve druhém kroku se bude hledat minimum v každém sloupci, které se pak odečte od všech 

hodnot v rámci daného sloupce. 
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3. Krok 

        

15  0  0  0 

 

0 50 20  25 

35  5 0 10 

0 65 50  65 

V tomto kroku se přeškrtnou všechny řádky a sloupce a obsahující hodnotu 0 a to minimálním 

počtem krycích čar. V tomto konkrétním případě se škrty prvního a třetího řádku zkříží se 

škrtem prvního sloupce. 

4. Krok 

Nyní se provede test optimality. V případě, že počet škrtů je roven n (počet řádků v matici) je 

příklad u konce. V případě že počet škrtů je < n, následuje ještě další krok 5. V tomto případě 

je počet škrtů 3 < 4 a proto tedy následuje ještě jeden poslední krok. 

5. Krok 

Nyní je zapotřebí nalézt nejmenší vstup, který není přeškrtnut, což je v tomto případě hodnota 

20 na pozici 2,3. Tuto hodnotu odečteme od všech vstupů, které ještě nejsou přeškrtnuty, a 

také ji přičteme ke všem hodnotám, které jsou přeškrtnuty jak vertikálně, tak horizontálně. 

Vznikne tedy matice:  

   

35  0 0 0 

 

0 30 0  5 

55  5 0 10 

0 45 30 45 

Znovu se zopakuje krok 3 a škrtnou se sloupce a řádky obsahující 0. Vyškrtne se první a třetí 

sloupec a první řádek. Opět je počet škrtů 3 < 4 a proto znovu opakujeme postup z kroku 5 a 

hledáme nejmenší vstup z nepřeškrtnutých hodnot, což je hodnota 5 na pozici 2,4. Nyní 

vznikne matice 

   

40  0 5  0 

 

0 25 0  0 

55  0 0  5 

0 40 25 40 

Nyní už je počet škrtů roven 4 = n. A to znamená, že algoritmus nalezl řešení. V každém 

sloupci a každém řádku je alespoň jedna nula. Optimálním řešením úlohy jsou čtyři nezávislé 

nuly. Nezávislá nula je takový prvek matice, který je jediný ve svém řádku a sloupci. V matici 

se nalezne řádek či sloupec s nejmenším počtem 0 (4. řádek), ta se označí, a zbytek nul 

nacházejících se ve stejném sloupci či řádku se opět vyškrtnou. Takto se bude pokračovat, 
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dokud nezůstanou pouze čtyři nuly. V tomto případě jsou to nuly na diagonále. V původní 

matici nulovým hodnotám odpovídaly hodnoty 80, 55, 95 a 45. Součet těchto hodnot je 

optimálním řešením. Z = 275. 

Optimální přiřazení vypadá následovně: 

D1 => O4 

D2 => O3 

D3 => O2 

D4 => O1 
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4. Praktická aplikace zobecněné hromadné úlohy 
    batohu 
 
 Jako praktické užití zobecněné hromadné úlohy batohu jsem si vybrala problém 

výběru letadel pro let z Prahy do Dubaje leteckou společností Emirates Airlines. A to z toho 

důvodu, že je zajímavé se podívat, jak by mohla letecká společnost pohlížet na výběr typu 

letadel, který by byl pro určitý let pro ně nejvhodnější.  

Denně se leteckého provozu zúčastní přibližně 9,5 milionu lidí, což je přibližně tolik, 

co bylo přepraveno během celého roku 1947 [17]. Letecká doprava patří mezi nejbezpečnější 

druhy dopravy vůbec a je také nejrychlejším způsobem jak se dostat z jednoho místa na 

druhé. V dnešní době již existuje mnoho leteckých společností, které nabízejí letenky do 

mnoha částí světa a je možné se dostat téměř kamkoliv. Tyto společnosti se od sebe mohou 

lišit nabídkou kvality letu v podobě různých cenových tříd či nabídkou neuvěřitelně levných 

letenek od nízkorozpočtových společností. 

   

4.1 Emirates Airlines 

 

  Emirates Airlines jsou státní leteckou společností Spojených arabských emirátů a své 

domovské letiště má v Dubaji. Společnost byla založena dubajskou vládou 25. května 1985 a 

to jako následek omezování letů do Dubaje leteckou společností Gulf Air. Dnes jsou Emirates 

Airlines největší leteckou společností na Blízkém východě. Od 1. 7. 2010 byla nově zavedena 

každodenní linka Praha-Dubaj a je to jediný let, který lítá z Prahy přímo do Dubaje. 

Od roku 2003 mají Emirates Airlines svou základnu na terminálu 3, který byl na 

dubajském mezinárodním letišti postaven speciálně pouze pro tuto společnost. Veškeré lety 

společnosti Emirates Airlines s příletem do Dubaje a odletem z Dubaje jsou operovány zde. 

Terminál 3 je umístěn blízko centra a je sem tedy velmi dobrá dopravní dostupnost. Pro 

cestující je tu k dispozici 29 duty-free obchodů, převážně světových značek, široký výběr 

mezinárodní kuchyně a pro odpočinek mohou cestující využít zenové zahrady nebo 

lázeňských služeb. Terminál 3 v Dubaji je třetí největší budovou na světě podle podlahové 

plochy, hned za budouvou Dubai Pearl v Dubaji a komplexem několika mrakodrapů v Mekce 

Abraj Al-Bait Towers. 

 Svůj první let Emirates Airlines provedli již v říjnu roku 1985 z Dubaje do Karáčí a o 

dva roky později se uskutečnil první let do Evropy a to do Gatwick Airport v Londýně. Od té 
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doby se společnost vypracovala mezi deset nejlepších leteckých společností v oblasti příjmu a 

nalétaných kilometrů a od roku 2010 je 6. největší společností na světě v oblasti přepravených 

pasažérů. Emirates Airlines létají do všech 6 kontinentů, a v rámci více než 65 zemí dopraví 

své cestující do 115 destinací. Týdně uskuteční přes 2500 letů. Za svou výjimečnost dostaly 

Emirates Arlines přes 400 celosvětových ocenění, důraz kladou hlavně na kvalitu svých 

služeb a komfort. V roce 2011 bylo Emirates Airlines uděleno magazínem Air Transport 

World ocenění „Airline of the Year“. Emirates Arlines k prosinci 2011 vlastnilo 163 letadel a 

dalších 220 jich mělo objednáno a létá převážně na třech typech letadel: Airbus A330/A340, 

Airbus A380 a Boeing 777. Emirates Airlines vlastní největší počet letadel typu 777 a A380. 

  Svým cestujícím poskytují Emirates Airlines mnoho služeb, kterými chtějí svůj let 

učinit příjemným. Cestující si mohou vybrat ze 3 cestovních tříd a to economy, business a 

first. Emirates Airlines si také dávají záležet na výběru vín či poskytování služeb, které je 

odlišují od ostatních společností. Takovou službou je například Chauffeur drive. Informace 

týkající se cestovních tříd, vín a služby chauffeur drive jsou čerpány z oficiálních stránek 

společnosti Emirates Airlines [12]. 

 

 Economy class 

 Economy class je nejlevnější třídou na palubě letadel Emirates Airlines. Letecká 

společnost navrhla své kabiny tak, aby vytvořily větší prostor a komfort pro své pasažéry. 

Každé sedadlo má svůj osobní monitor, který poskytuje až 1200 zpravodajských či zábavných 

programů. Z každého místa je také možné zasílat sms, maily a používat telefon, aby mohli 

cestující zůstat ve spojení i během svého letu. Proti únavě Emirates Airlines používá speciální 

tlumená světla, která pomáhají proti pásmové nemoci (jet lag). 

 Během svého letu si cestující economy class mohou bezplatně dopřát aperitiv, 

lihoviny, pivo či si vybrat ze široké nabídky vynikajících červených a bílých vín. Na 

dálkových letech se obědy a večeře skládají z předkrmu, salátu, výběru z dvou hlavních jídel, 

dezertu, čaje a kávy a likérů. Všechna jídla podávaná na letech společnosti Emirates Airlines 

jsou připravena mezinárodně uznávanými kuchaři. 

 

 Business class 

 Pro cestující business class je na palubě k dispozici exklusivní salónek. Zde si mohou 

návštěvníci dopřát nějaké malé občerstvení, nápoj nebo se jen rozptýlit během letu. Salónek je 

situován na horní palubě a nabízí pětihvězdičkové pochoutky připravené předními světovými 

kuchaři. K pití si pasažéři mohou vychutnat vína vybraná předními someliéry, nebo si dopřát 

koktejl. 
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 Pro nejvyšší pohodlí každého cestujícího lze každé sedadlo lehce přeměnit na lůžko a 

to velmi jednoduše pomocí ovládáním dotykové obrazovky. Každé místo má navíc elektrické 

zásuvky pro notebook, dvojí USB port a také dostatečně velký stůl, který zajišťuje dostatek 

pracovního prostoru například pro byznysmeny. Na širokoúhlé obrazovce je, stejně jako tomu 

bylo u economy class, i zde dostupných 1200 programů. V business class je navíc na každém 

místě zabudován minibar pro rychlé občerstvení, místo pro osobní věci a oddělovač pro 

soukromí každého cestujícího. 

 Ve snídani jsou na dálkových letech podávány ovocné džusy, jogurt, výběr ze tří 

teplých jídel, sladké a slané pečivo a samozřejmě káva a čaj. K obědu a večeři jsou podávány 

předkrmy, pětichodové menu, teplé a studené dezerty, talíř s pěti druhy sýra, čerstvé ovoce, 

čaj a káva a likéry. Veškeré občerstvení je podáváno na porcelánovém nádobí. 

 V business class je cestujícím nabízena možnost výběru zdravého jídla (Emirates 

Healthy Meal Options). Jedná se o kombinaci čerstvých, vysoce kvalitních ingrediencí a 

nápaditého zpracování. Emirates Healthy Meal Options jsou vytvořeny tak, aby přinesly 

cestujícím přírodní pokrmy bez přidání přílišného oleje a tuků. 

 Všichni cestující business class mají navíc možnost využít business salónky zdarma. 

Ty se nacházejí jak v cílových destinacích, tak i na letištích, kde cestující pouze přestupují. 

Emirates Airlines vlastní po celém světě téměř 30 takových salónků a jeden se nachází i 

v Praze. Dále mají cestující business class k dispozici službu Fast track, díky které mají 

umožněn rychlý průchod imigrační kontrolou Praze, v Dubaji či jiné cílové stanci.  

 

 First class 

 Cestující první třídy si mohou plně užít soukromí. Pasažéři cestují v kabinách, které se 

dají zavřít posuvnými dveřmi, a nemusí tak být již během letu ničím rušeni. K dispozici mají 

minibar a dokonce i šatní skříň se zrcadlem. V případě, že by si chtěl během letu dotyčný 

cestující odpočinout a nabrat tak sílu na přistání, může si své sedadlo přeměnit na lůžko 

sklopením do vodorovné polohy.  

 Stejně jako cestující druhé třídy mají samozřejmě i cestující první třídy přístup do 

dvou luxusně vybavených palubních salónků. Kromě pětihvězdičkového komfortu, si navíc 

mohou nechat namíchat koktejl od profesionálních barmanů, dopřát si občerstvení nejvyšší 

kvality, uskutečnit obchodní či jinou schůzku nebo si jen zkrátit čas, během dlouhého letu. 

 Stolování v první třídě je velice vybrané. Jídla jsou inspirována regionem, kterého se 

momentální let týká, a všechny pokrmy jsou pečlivě připravovány kuchaři světové úrovně. 

Samozřejmě i v první třídě mají cestující možnost si vybrat Menu Healthy meal, které je 

dostupné na většině dálkových letů. Emirates Airlines považují stolování za velmi důležitou 

zkušenost cestujících na svých letech. Všichni pasažéři v první třídě si během letu mohou užít 
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zdarma šampaňské, různé druhy archivních vín a míchané koktejly. Kdykoliv během letu si 

pak cestující palubním telefonem mohou přivolat letušku a požádat o další občerstvení 

z rozsáhlého jídelního a nápojového lístku.  

  Na linkách v letedlech typu A380 je pak navíc cestujícím nabízena jedna opravdu 

jedinečná služba. Do českého jazyka by se dala přeložit jako sprchové lázně (Shower Spa). 

Během dlouhého letu slouží cestujícím k osvěžení a relaxaci. Emirates Airlines ke službě 

nabízejí sprchovou sadu vyrobenou pouze z přírodních ingrediencí. 

 

  Vína 

 Ne každé víno je vhodné pro cestování, a i proto je každé víno pečlivě vybíráno 

předními znalci vína. Každé víno je vybíráno tak, aby co nejvíce uspokojilo chutě všech 

cestujících, a samozřejmě aby bylo vhodně zvoleno k menu, které se během letu bude 

podávat. Emirates Airlines nabízí vynikající vinný lístek, který představuje ta nejlepší vína 

vinařských oblastí po celém světě. Díky vínům z vinařských oblastí Francie, Německa, 

Kalifornie, Jižní Afriky, Austrálie a mnoha dalších, lze z každého jídla udělat pravdu 

kulinářský zážitek. 

 

 Chauffeur-drive 

 Pro všechny cestující první a druhé třídy je k dispozici služba, které jistě mnoha 

cestujícím ulehčí dopravu na letiště. Jedná se o Chauffeur-drive. Cestující si mohou vybrat 

místo, kam pro ně řidič přijede a ten je dopraví až na letiště. Například pro lety z Prahy šofér 

pro cestující první třídy dojede až do vzdálenosti 50 km vozem Mercedes S, Mercedes E, 

Audi A6 či Audi A8. Pro cestujícího business třídou šofér dojede do vzdálenosti 40 km 

vozem Škoda Superb. Tato služba je samozřejmě zdarma a je možné ji objednat jak při odletu, 

tak při příletu, přičemž je dostupná ve 41 destinacích, kde své lety Emirates Airlines 

provozují. 
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4.2 Zadání úlohy 

  

Společnost Emirates Airlines provozuje denně relativně novou pravidelnou zpáteční 

linku Praha - Dubaj. K dispozici pro tento šestihodinový let má šest typů letadel, které 

Emirates Airlines využívají. Společnost musí podle poptávky cestujících vybrat správné typy 

letadel k uskutečnění zpátečního letu. K výběru správných letadel je společnost omezena 

různými faktory. Pro daný let jsou to omezené počty letušek a pilotů, palivo, které má 

společnost k dispozici a samozřejmě kapacity jednotlivých palub. Cílem společnosti je 

samozřejmě maximalizovat svůj zisk z letu. Společnost musí řešit situaci, kdy podle počtu 

poptávajících cestujících musí vybrat taková letadla, aby přepravila co nejvíce cestujících, a 

jak již bylo řečeno, maximalizovala tak svůj zisk. 

 Jak je zmíněno výše, Emirates Airlines mají k dispozici šest typů letadel, a to 

konkrétně Airbus A380-800 s kapacitou 517 osob, Airbus A330-200 s kapacitou 237 osob, 

Airbus A340-300 s kapacitou 267 osob, pak Boeing 777-200LR s kapacitou 266 osob a na 

závěr Boeing 777-300ER s kapacitami 427 a 354 osob. Všechna letadla mají tři cestovní třídy 

až na Boeing 777-300ER s kapacitou 427, kde se nachází pouze třídy economy a business. 

 Do nákladů za let jsem brala v úvahu mzdy letušek a pilotů. Vhledem k tomu, že 

ostatní členové posádky jsou na všech letech ve stejném počtu a neovlivnili by tak náklady 

jednotlivých letů, nebrala jsem tyto mzdové náklady v úvahu. Příjem každého letu tvoří cena 

letenek třídy první, business a economy vynásobená počtem cestujících. Zisk je pak tvořen 

rozdílem příjmů a nákladů.3 

 Hodinová mzdová sazba letušek je v první třídě v přepočtu 700 Kč/hod, v business 

třídě 525 Kč/hod a v třídě economy 425 Kč/hod. Na krátkých letech, jako například daný let 

Praha - Dubaj, jsou na palubě dva piloti a to konkrétně kapitán a kopilot. Plat kopilota je 

přibližně dvakrát vyšší než mzda letušky první třídy, počítám tedy 1500 Kč/hod, a kapitána 

pak 2000 Kč/hod. 

 Pro let Praha Dubaj uvažuji naplnění nádrže z 80 %. 

  

 

 

 

 

                                                           
3 Data týkající se počtu  letušek, pilotů, jejich platů a kapacit jsou získaná od bývalého pracovníka 

společnosti Emirates Airlines a jsou uvedeny v tabulkách v příloze A  této bakalářské práce.   
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4.3. Matematický model úlohy 

 Matematický model praktické úlohy vypadá následovně: 

 účelová funkce: 

  Z = ∑ �� ��
 
���  …max 

 za podmínek: 

  ∑ !�, 1 ��
 
���  ≤ 49,    

  ∑ !�, 2 ��
 
���  ≤ 270,    

  ∑ !�, 3 ��
 
���  ≤ 1500,    

  ∑ %�,
��

 
���  ≤ 50,    

  ∑ �� ��
 
���  ≤ 20,    

  ∑ &� ��
 
���  ≤ 650 000,     

  ��= 1 nebo 0,    i = 1, 2, …6. 

 

Proměnná xi určuje, zda bylo letadlo vybráno (hodnota 1), nebo nebylo vybráno 

(hodnota 0). Charakteristika mij uvádí kolik míst je k dispozici v i-tém letadle a v j-té třídě. 

Charakteristika li udává kolik letušek je potřeba v j-tém letadle, pi udává kolik pilotů je 

potřeba v j-tém letadle a ni udává kolik nafty v litrech j-té letadlo potřebuje k letu. Zi určuje 

zisk z j-tého letadla. 

 Účelová funkce v tomto modelu maximalizuje zisk, který je dán rozdílem tržby, která 

je daná cenou letenek jednotlivých cestovních tříd, vynásobenou počtem cestujících, a 

mzdových nákladů. Tento rozdíl je vypočítán v tabulce 4-6 v příloze této bakalářské práce. 

První omezení se týká první třídy, tady má zájem cestovat první třídou 49 osob, druhé 

omezení se týká druhé třídy (business class), kde o cestu ve druhé třídě má zájem celkem 270 

osob. Třetí omezení je na třetí cestovní třídu (economy class), touto třídou má zájem letět 

1500 osob. Všechna tato omezení jsou daná jako menší nebo rovna z toho důvodu, že se může 

stát, že letenky již nebudou k dispozici, protože již mohou být vyprodané. To se rozhodne na 

základě vybraných letadel. Čtvrté a páté omezení se týká posádky, která je na palubě 

zapotřebí. Čtvrté omezení říká, kolik letušek mají Emirates pro daný let k dispozici a páté 

omezení zase říká kolik má k dispozici pilotů. Šesté omezení udává, kolik paliva mají 

Emirates k dispozici. Sedmé omezení určuje vybrání nebo nevybrání daného letadla. Poslední 

omezení označuje xij jako bivalentní proměnnou. Data týkající se příkladu, počty míst 
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v jednotlivých třídách, počty pilotů a letušek potřebných k letu, potřebné palivo a mzdové 

náklady, jsou uvedena v tabulce 4-2, 4-3, 4-4 a 4-5 v příloze této bakalářské práce. 

 Obecný matematický model této úlohy vypadá následovně: 

 maximalizovat ∑ �� ��
 
��� , 

 za podmínek  ∑ 	�� ��
 
���  ≤ ci,  j = 1, 2, …, 6 

    xi = 0 nebo 1,   j = 1, 2, …, 6,   

i = 1, 2, …, 6. 

 

4.4 Řešení v modelovacím systému LINGO 12.0 

 

 Pro řešení praktické aplikace zobecněné hromadné úlohy batohu jsem použila program 

LINGO 12.0. Tento optimalizační program je schopen řešit lineární i nelineární optimalizační 

úlohy, ale lze jej využít i k řešení lineárních a nelineárních rovnic. Navíc LINGO umožňuje u 

proměnné daného modelu uvažovat jak podmínky celočíselné, tak bivalentní, což je pro tuto 

úlohu klíčová podmínka. Dále program LINGO umožňuje spolupráci s externími datovými 

soubory. Pomocí nich lze v datové sekci načíst vstupní data, nebo do nich po vyřešení úlohy 

naopak výsledná data exportovat. Tyto informace jsou čerpány z publikace [3, str. 166]. O 

verzi LINGO 12.0 je možné se více dozvědět na webové stránce společnosti LINDO [14]. 

 Zápis modelu pomocí modelovacího jazyka se v systému LINGO skládá z několika 

sekcí. Struktura celého modelu může být následující [3, str. 173]: 

MODEL: 

SETS: 

Definice množin, jejich prvků a atributů 

ENDSETS 

Obecný zápis modelu pomocí modelovacího jazyka 

DATA: 

Specifikace vstupních dat 

ENDDATA 

INIT: 

Nastavení počátečních hodnot proměnných 

ENDINIT 

CALC 

Sekce pro úpravu vstupních dat 

ENDCALC 

END 
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 Celý model je uzavřen mezi klíčovými slovy MODEL: a END. Žádná z výše 

uvedených částí není povinná, a proto se nutně v modelu nemusí vyskytovat. 

Matematický model praktické úlohy z této práce v LINGO vypadá následovně: 

model: 

 

sets: 

omezeni/1..6/ :pozadavky ; 

letadla/1..6/ :c, x ; 

zpusob(omezeni,letadla): let; 

 

endsets 

 

[zisk_fce] max = @sum(letadla(j) : c(j)*x(j)) ; 
 

data: 

c = @ole('emirates.xlsx','zisk'); 

pozadavky = @ole('emirates.xlsx','poz'); 

let = @ole('emirates.xlsx','let'); 

@ole('emirates.xlsx','vysledek') = x; 

@ole('emirates.xlsx') = zisk_fce; 

enddata 

 

 

@for(omezeni(i):@sum(letadla(j):x(j)*let(i,j)) <= pozadavky(i)); 

@for(letadla(j): @bin(x(j))); 

 

End 

 

Výstup z programu LINGO 12.0 

  Objective bound:                             0.2740227E+08 

  Infeasibilities:                              0.000000 

  Extended solver steps:                               0 

  Total solver iterations:                             0 

 

 

 

    Export Summary Report 

    --------------------- 

    Transfer Method:       OLE BASED 

    Workbook:              emirates.xlsx 

    Ranges Specified:               1 

        vysledek 

    Ranges Found:                   1 

    Range Size Mismatches:          0 

    Values Transferred:             6 

 

 

    Export Summary Report 

    --------------------- 

    Transfer Method:       OLE BASED 

    Workbook:              emirates.xlsx 

    Ranges Specified:               1 

        ZISK_FCE 

    Ranges Found:                   1 

    Range Size Mismatches:          0 

    Values Transferred:             1 

 

  Model Class:                                      PILP 
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  Total variables:                      6 

  Nonlinear variables:                  0 

  Integer variables:                    6 

 

  Total constraints:                    7 

  Nonlinear constraints:                0 

 

  Total nonzeros:                      41 

  Nonlinear nonzeros:                   0 

 

Variable           Value        Reduced Cost 

                           POZADAVKY( 1)        49.00000            0.000000 

                           POZADAVKY( 2)        270.0000            0.000000 

                           POZADAVKY( 3)        1500.000            0.000000 

                           POZADAVKY( 4)        50.00000            0.000000 

                           POZADAVKY( 5)        20.00000            0.000000 

                           POZADAVKY( 6)        650000.0            0.000000 

                                   C( 1)        8985487.            0.000000 

                                   C( 2)        4789035.            0.000000 

                                   C( 3)        5159925.            0.000000 

                                   C( 4)        4922568.            0.000000 

                                   C( 5)        6506853.            0.000000 

                                   C( 6)        6023892.            0.000000 

                                   X( 1)        0.000000           -8985487. 

                                   X( 2)        1.000000           -4789035. 

                                   X( 3)        1.000000           -5159925. 

                                   X( 4)        1.000000           -4922568. 

                                   X( 5)        1.000000           -6506853. 

                                   X( 6)        1.000000           -6023892. 

                              LET( 1, 1)        14.00000            0.000000 

                              LET( 1, 2)        12.00000            0.000000 

                              LET( 1, 3)        12.00000            0.000000 

                              LET( 1, 4)        8.000000            0.000000 

                              LET( 1, 5)        0.000000            0.000000 

                              LET( 1, 6)        8.000000            0.000000 

                              LET( 2, 1)        76.00000            0.000000 

                              LET( 2, 2)        42.00000            0.000000 

                              LET( 2, 3)        42.00000            0.000000 

                              LET( 2, 4)        42.00000            0.000000 

                              LET( 2, 5)        42.00000            0.000000 

                              LET( 2, 6)        42.00000            0.000000 

                              LET( 3, 1)        399.0000            0.000000 

                              LET( 3, 2)        183.0000            0.000000 

                              LET( 3, 3)        213.0000            0.000000 

                              LET( 3, 4)        216.0000            0.000000 

                              LET( 3, 5)        385.0000            0.000000 

                              LET( 3, 6)        304.0000            0.000000 

                              LET( 4, 1)        21.00000            0.000000 

                              LET( 4, 2)        6.000000            0.000000 

                              LET( 4, 3)        7.000000            0.000000 

                              LET( 4, 4)        9.000000            0.000000 

                              LET( 4, 5)        13.00000            0.000000 

                              LET( 4, 6)        10.00000            0.000000 

                              LET( 5, 1)        2.000000            0.000000 

                              LET( 5, 2)        2.000000            0.000000 

                              LET( 5, 3)        2.000000            0.000000 

                              LET( 5, 4)        2.000000            0.000000 

                              LET( 5, 5)        2.000000            0.000000 

                              LET( 5, 6)        2.000000            0.000000 

                              LET( 6, 1)        256000.0            0.000000 

                              LET( 6, 2)        111280.0            0.000000 

                              LET( 6, 3)        124032.0            0.000000 

                              LET( 6, 4)        93878.40            0.000000 

                              LET( 6, 5)        93878.40            0.000000 

                              LET( 6, 6)        93878.40            0.000000 
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                                     Row    Slack or Surplus      Dual Price 

                                ZISK_FCE       0.2740227E+08        1.000000 

                                       2        9.000000            0.000000 

                                       3        60.00000            0.000000 

                                       4        199.0000            0.000000 

                                       5        5.000000            0.000000 

                                       6        10.00000            0.000000 

                                       7        133052.8            0.000000 

 
Software našel optimální řešení pro tuto úlohu. Maximální hodnota účelové funkce je 

27 402 273 Kč. Tato částka tvoří zisk společnosti Emirates. Model Class PILP znamená, že 

typ vypočítaného modelu je ryze celočíselné lineární programování. 

 
Tabulka 4-1 Optimální výběr letadel 

Airbus A380-

800 

Airbus A330-

200 

Airbus A340-

300 

Boeing 777-

200LR 

Boeing 777-

300ER 

Boeing 777-

300ER 

0 1 1 1 1 1 

  
 

Hodnoty strukturních proměnných  x* = (0, 1, 1, 1, 1, 1) znamenají, že k danému letu 

Praha - Dubaj a zpět bude pro společnost Emirates Airlines nejvýhodnější vybrat všechna 

letadla, každé jednou, kromě prvního typu letadla Airbus A380-800.  

Při řešení úloh s podmínkami celočíselnosti nejsou k dispozici ani redukované ani 

stínové ceny. Je to dáno jinými technikami výpočtu, které vyžadují celočíselné nebo smíšeně 

celočíselné úlohy lineárního programování [2]. 

 Hodnoty přídatných proměnných (Slack or Surplus) se vztahují k podmínkám, které 

jsou ve formě nerovnic typu ≤ nebo ≥. V mém modelu se vyskytují pouze podmínky ve formě 

≤ a v tomto případě hodnoty přídatných proměnných (slack variables) vyjadřují nevyužité 

kapacity [2]. Hodnoty xT = (9, 60, 199, 5, 10, 133052,8) tedy znamenají, že devět osob, které 

chtěly cestovat první třídou, si již z kapacitních důvodů nemohli koupit letenku. Tak je to i u 

druhé třídy, kde letenky nezbyly na 60 osob a ve třetí třídě nezbyly pro 199 osob. Hodnota 5 

znamená, že šest letušek nebylo již potřeba k letu Praha a Dubaj a stejně tak 10 pilotů zůstalo 

nevyužito. Dále zůstalo nevyužito 133052,8 l nafty.  

Ověření řešení: 

  Z = 4789035 + 5159925 + 4922568 + 6506853 + 6023892 = 27 402 273 Kč 

  ∑ !�, 1 ��
 
���  = 40 ≤ 49,  x7 = 49 − 40 = 9,  

  ∑ !�, 2 ��
 
���  = 210 ≤ 270,  x8 = 270 – 210 = 60,   
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  ∑ !�, 3 ��
 
���  = 1301 ≤ 1500,  x9 = 1500 – 1301 = 199, 

  ∑ %�,
��

 
���  = 45 ≤ 50   x10 = 50 – 45 = 5, 

  ∑ �� ��
 
���  = 10 ≤ 20   x11 = 20 – 10 = 10, 

  ∑ &� ��
 
���  = 516947,2 ≤ 650 000 x12 = 650 000 – 516 947,2 = 133052,8 

 Dosazením jsem zjistila, že toto řešení je přípustné a je tedy optimálním řešením této 

úlohy. 

 Tato úloha má praktické využití, mohla by být využita i v jiných případech. Kdyby 

společnost chtěla maximalizovat příjem, nemusela by brát v potaz náklady na uskutečnění 

letu. V případě že by se společnost chtěla zaměřit spíše na minimalizaci zisku, mohla by 

využít matematickou formulaci minimalizační úlohy.  

 Zobecněná úloha batohu je charakteristická tím, že každý batoh má rozdílné 

charakteristiky a ceny. V tomto konkrétním případě je to dané tím, že každé letadlo má jiné 

požadavky na počet letušek nebo objem potřebného paliva. Rozdílnými kapacitami 

jednotlivých palub jsou také dány rozdílné příjmy z daného letu. 

 Kdyby nastala situace, že by charakteristiky pro daná letadla byly stejné, což znamená, 

že by například všechna letadla potřebovala stejný počet letušek v první, druhé a třetí třídě, 

jednalo by se o hromadnou bivalentní úlohu. 
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5. Závěr 
 
 Hlavní cílem mé bakalářské práce, bylo seznámit čtenáře se zobecněnou hromadnou 

úlohou batohu a dále také ukázat, jak by mohla tato úloha být použita v praxi. K tomu, aby 

mohl být tento typ úlohy batohu popsán, bylo nezbytné seznámit se podrobně s problematikou 

úloh batohu, jejíchž druhů je hned několik. 

 Při výběru své bakalářské práce jsem se domnívala, že problém batohu je klasická 

úloha lineárního programování, a tudíž nebude problém se jí podrobně věnovat a nastudovat ji 

z dostupných materiálů. Toto mé očekávání bylo ovšem hned vyvráceno. V českém jazyce se 

problematice úlohy batohu žádná kniha či studie podrobně nevěnuje a dostupných je pouze 

několik krátkých kapitol, které ji popisují ve skriptech spolu s jinými problémy lineárního 

programování. Z toho důvodu jsem čerpala především ze zahraničních zdrojů a to především 

z knihy S. Martella a P. Totha z roku 1990 [1], která se podrobně zabývá různými typy 

problémy batohu, a způsoby jejich řešení. Je to však jediná knižní publikace, která je dostupná 

pro širší veřejnost. Přestože se problematice batohu věnuje několik matematiků, kteří 

publikují své poznatky o zobecněné hromadné úloze a algoritmech, které vedou k jejímu 

řešení, čerpala jsem pouze z článků [9] a [10], a to z toho důvodu, že ostatní články jsou pro 

čtenáře zpoplatněny. 

 Postupným studováním jednotlivých typů úloh batohu jsem zjišťovala, jak široké 

uplatnění úloha batohu může mít. Jelikož existuje několik interpretací, může se uplatnit 

v několika sférách a to nejen v oblasti operačního výzkumu. Některé úlohy jsou koncipovány 

jako maximalizační, některé jako minimalizační a mohou sledovat jak náklady nebo 

maximální zisk, tak i objemem. S bližším studiem hromadných úloh batohu jsem zjistila, že 

některé úlohy batohu mohou být tak rozsáhlé, že pro jejich velikost je velice obtížné nalézt 

optimální řešení, proto se používají metody, tzv. heuristiky, které se k optimálnímu řešení 

pouze přibližují. 

 Při řešení poslední praktické části jsem se na začátku potýkala s problémem výběru 

správné praktické aplikace zobecněné hromadné úlohy batohu. Jak je uvedeno výše, je tento 

typ úlohy zvláštní tím, že charakteristiky se mění podle toho, do kterého batohu se umístí. 

Nakonec jsem se rozhodla pro volbu výběrů letadel pro uskutečnění letu, na místo jejich 

naplňování, z důvodu příliš velkého rozměru matematického modelu. V mém příkladu jsem 

maximalizovala zisk, který jsem brala jako rozdíl příjmů z prodaných letenek a nákladů na 

mzdy posádky letadla. Ostatní náklady, které jsou v reálné situaci větší, jsem nebrala v úvahu, 

a to z toho důvodu, že jsem neměla dostupná data a proto jsem pracovala pouze s daty, které 

jsou opravdu reálné, a měla jsem je z mně dostupných zdrojů. K řešení úlohy jsem použila 

optimalizační software LINGO 12.0, díky kterému jsem nalezla i optimální řešení úlohy. 
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 Vzhledem ke složitosti některých typů úloh batohu, by se jistě dala některá složitější a 

rozsáhlejší úloha zpracovat jako téma diplomové práce. Zajímavým tématem by jistě byly i 

některé metody výpočtu a heuristiky.  Věřím, že v budoucnu bude k dispozici více studií 

týkajících se problematiky úloh batohu, a to z toho důvodu, že je to problematika více méně 

nová a proto málo zkoumaná, nicméně velice zajímavá. 
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Příloha  

 

4-2 Kapacity letadel 

  

Airbus A380-

800 

Airbus A330-

200 

Airbus A340-

300 

Boeing 777-

200LR 

Boeing 777-

300ER 

Boeing 777-

300ER 

1. třída 14 12 12 8 0 8 

2. třída 76 42 42 42 42 42 

3. třída 399 183 213 216 385 304 

letušky 21 6 7 9 13 10 

piloti 2 2 2 2 2 2 

nafta 256000 111280 124032 93878,4 93878,4 93878,4 

 

 

4-3 Počet letušek a pilotů potřebných pro jednotlivá letadla  

počty letušek 

Airbus A380-

800 

Airbus A330-

200 

Airbus A340-

300 

Boeing 777-

200LR 

Boeing 777-

300ER 

Boeing 777-

300ER 

1.třída 3 1 1 2 0 2 

2.třída 8 1 2 2 5 4 

3.třída 10 4 4 5 8 6 

počty pilotů 2 2 2 2 2 2 

 

 

4-4 Náklady na mzdy letušek v jednotlivých letadlech 

Airbus A380-800 

Airbus A330-

200 

Airbus A340-

300 

Boeing 777-

200LR 

Boeing 777-

300ER 

Boeing 777-

300ER 

25200 8400 8400 16800 0 16800 

50400 6300 12600 12600 12600 12600 

51000 20400 20400 25500 40800 30600 

126600 35100 41400 54900 53400 60000 

 

 

4-5 Náklady na mzdy pilotů v jednotlivých letadlech 

Airbus A380-800 

Airbus A330-

200 

Airbus A340-

300 

Boeing 777-

200LR 

Boeing 777-

300ER 

Boeing 777-

300ER 

24000 24000 24000 24000 24000 24000 

18000 18000 18000 18000 18000 18000 

42000 42000 42000 42000 42000 42000 
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4-6 Zisky jednotlivých letadel z vykonaného letu 

  

Airbus A380-

800 

Airbus A330-

200 

Airbus A340-

300 

Boeing 777-

200LR 

Boeing 777-

300ER 

Boeing 777-

300ER 

náklady mzdy 168600 77100 83400 96900 114300 102000 

tržba 9154087 4866135 5243325 5019468 6621153 6125892 

zisk 8985487 4789035 5159925 4922568 6506853 6023892 

 


