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tutORial — on-line systém pro vyuku operacniho vyzkumu

1 Uvod

Cilem mé prace je predstavit projekt TutORial, ktery se na internetu snazi ptiblizit
modely opera¢niho vyzkumu S§irsi vefejnosti.

Tento projekt je zvlastni iniciativou IFORS (International Federation of Operational
Research Societies), jejimz zamérem je podnitit mezinarodni spolupraci v oblasti opera¢niho
vyzkumu. Jednd se o mezinarodni spole¢nost pro operac¢ni vyzkum, které zastfeSuje narodni
spole€nosti opera¢niho vyzkumu z vice nez 50 zemi, a to z geografického uskupeni Pacificka
Asie, Evropa, Severni Amerika a Jizni Amerika. IFORS si klade za cil podpofit OR jako
akademickou disciplinu a profesi.

Cilem projektu TutORial, je béhem tfi nasledujicich let, rozvinout komplexni web
zalozeny na on-line vyukovém systému pro operacni vyzkum.

Tento systém nabizi Siroké spektrum moznosti. Piikladem mutze byt:

* Rozvinuti novych interaktivnich modeli pro metody a techniky z OR (operational
research)/ MS (management science)

» ZvySeni moZnosti jiz existujicich modelt

= (Obsahové zlepseni materialii na podporu stavajicich modeli

* Rozvinuti on-line pomocného piislusenstvi pro existujici modely

» Testovani modell na chyby, soudrznost a optimalnost pro uzivatele

Préci rozdélim celkem do péti hlavnich oddili, z nichZ prvni je tivod. Ve druhém oddile
struéné pfedstavim modely projektu TutORial. Ve tfetim a ve c¢tvrtém oddile se budu
podrobnéji vénovat konkrétnim postupim pti feSeni uloh linedrniho programovani a
celociselného linearniho programovani.

Vysledky celé prace shrnu a zhodnotim v zavéru.
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2 Modely projektu TutORial

2.1 Obecna charakteristika

Projekt tutORial si klade za cil rozvinout rozsdhlou knihovnu samostatnych

entit/modelt. Kazdy z téchto modelt je urcen konkrétnimu tématu v rdmci OR/MS. Neékteré z

modeld jsou natolik propracované a detailni, ze se pro vétsi piehlednost skladaji z dalSich

sub-modela.

I kdyZz se mnohé z nich budou vyrazné odliSovat velikosti, tvarem, obsahem, strukturou,

stylem, atd., budou mit nasledujici typické znaky:

Text

popis problému, metoda a techniky,atd.

Podoba

obrazky, fotky, kresby, kliparty

Vypocetni mechanismus

samostatny pocitaCovy kéd vykondvajici vypocty a zadané ulohy
Animace

dynamicky textovy nebo obrazkovy displej

Uzivatelské rozhrani

pozadi, nabidka, tlacitka, atd., ktera tak umozni uzivateli ovliviiovat piedméty modelu

(napft. vkladat data,..)

TutORial se zaméfuje na modely, které obsahuji nejenom text, ale 1 vypocetni a

animacni nastroje.

Rozdéleni modelu do skupin podle oboru zaméreni

Modely jsou stejné jako v realit¢ kazdy zaméfeny na jednu specifickou problematiku.

Aby byl ptistup tutORialu co nejpiehledné;si, autoii modely rozdélili dle oboru plisobnosti.

Struktura ¢lenéni odpovida jednotlivym okruhim OR/MS disciplin: (¢lenéni vcetné

konkrétnich nazvii modelit)

1. Dynamické programovani
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Modely: Die Hard at the Pub, Towers of the Hanoi, New Towers of Hanoi,
Nejkratsi cesta, Dijkstra’s algorithm, a dalsi..

2. Optimalizace v grafech

Modely: Nejkratsi cesta, Dijkstra’s algorithm, Topologické tfidéni, Pfechodny zaveér
3. Celociselné programovani

Modely: Vétveni, Gomoryho metoda feznych nadrovin, Problém osmi dam,
Problém osmi dam - nov¢, 8 Easy pieces

4. Linedrni algebra

Modely: Row operations, Linearni rovnice, Inverze, Determinanty

5. Linearni programovani

Modely: Simplexova metoda, Virtualni dualita, Dualni simplexova metoda,
Dopravni problém, Mad’arskd metoda

6. Simulace

Modely: M/M/1 Queues, Model G/G/s, Queueing Networks, Testovani ndhodnych
Cisel

7. Ostatni

2.1.1 Modely dynamického programovani

Dynamické programovani spociva v rozlozeni tézko fesitelného matematického modelu
na nékolik dil¢ich problémd, které lze vyfeSit samostatné, a tim padem snadné&ji. VyfeSeni
dilgiho problému zaroven nabizi optimalni feSeni i pro problém vychozi.'

Pro konkrétnéjsi predstavu uvedu dva piiklady modelt, které jsou nabidnuty veifejné v

projektu tutORial.

2.1.1.1 Die hard at the pub

Nazev tohoto modelu bychom mohli voln¢ pielozit jako ,,tézké umirani v hospode™.
Jedna se o velmi zndmou praktickou hadanku, ktera existuje v nékolika verzich. Nejznamé;si

z nich je verze, kterd se objevila ve filmu ,,Die hard with a vengeance* (Smrtonosna past 2).

' Anderson, Sweeney, Williams: Introduction to management science, West publishing, 1994
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Obrazek 2-1 - nahled praktické aplikace '""Die Hard at the Pub"

Hra spociva v nalezeni optimalniho rozloZeni osmi jednotek tekutiny do dvou ze tii
valci. Valce obsahuji osm, pét a tfi jednotky. Zaciname s osmi jednotkami tekutiny v
nejvetsim valci a prelévat mizeme vzdy bud’ cely obsah vélce,nebo do zaplnéni valce.

Program tutORial nabizi moznost si hru vyzkouSet pomoci interaktivni internetové
aplikace, ale hlavné nabizi detailni teoretickou analyzu problému a navod, jak lze situaci

vytesit pomoci vhodného modelu dynamického programovani.

2.1.1.2 Nejkratsi cesta v grafu

Jeden z nejznaméjSich modela viibec. Jedna se o ptevazné o logisticky problém a to, jak
se dopravit co nejkratsi cestou z mista A do mista B, pfes urCité klicové body. Tyto body se
nazyvaji uzly a my mame rozhodnout, ptes které uzly pojedeme tak, aby byla cesta co

nejkratsi.
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Instructions

Select (by clicking) any feasible sequence of nodes and th
Needles to say, the idea is to determine the shortest path
As an exercise, try to find the shortest path from say nod

[Go Y R

List of nodes: 14611

Distance from origin (pixels): 345
Time elapsed since departure (sec): 0.5
Coordinates (from top-left corner):

© The University of Melbourne 1994-2000. % =65

aimer and Copyright Information.
Conditions of use. y = 67

Date created: January 15, 2000

Date last modified: February 15, 2000 AT

Authorised by: Moshe Sniedovich OI

Maintained by: Moshe Sniedovich, Department of Mathematics and Statistics.
Email: m.sniedovich@ms.unimelb.edu.au

Obrazek 2-2 - prakticka ukazka problému "nejkratsi cesta"

Projekt tutORial ndm opét nabizi praktickou aplikaci, ve které si miizeme problém
vyfesit, aniz bychom znali zaklady dynamického programovani. Stejné jako model predchozi
ale nabizi i detailni analyzu problému spolu s nazornym popisem feSeni s vyuzitim

dynamického programovani.

1 3
5

2
DI(AY] 1 2 5 4 DAY 1 2 3 4 [pI{AY 1 2 3 4
1 el 1 5 = 1 < 1 5 < 1 S 1 < =
2 - - 3 .= 2 el - 3 - 2 el - 3 -
3 £ < < 2 3 < o £ < 3 _5 < £ 2
4 £ & & & 4 & & 2 & 4 & & * &

a b C

Obrazek 2-3 - diagramy a matice modelu "nejkratsi cesta"

2.1.2 Optimalizace v grafech

Tato sekce projektu tutORial jen odkazuje na moZné feSeni problémi grafickou cestou.
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Dva modely jsou popsany i v ramci ostatnich sekci, proto bych rada uvedla druhé dva

modely.

2.1.2.1 Topologické tridéni

Model navazujici na jiz dfive uvadény problém: Nejkratsi cesta. Tento model, jak jiz z
nazvu vyplyva, bude pouzivat tzv. topologické tiidéni.

Pomaha v usnadnéni prace s modely nejkratsi cesty. Abychom mohli dobie pracovat s
uzly je dilezité je sefadit podle dilezitosti.(topologicky settidit)

Projekt tutOrial opét ndzorné naznacuje a detailné popisuje, jak v takovémto piipadé

postupovat a dava tak konkrétni navod pro konkrétni vyuziti.

We now apply this algorithm to the problem represented by the following graph. We shall replace the given
labels A,B, ..., Gby 1,2,...,7.

Figure 1

There is one node that has not been re-labeled yet having no immediate predecessors, namely E. We re-
label it, 1, and deactivate the arcs emanating from it.

Figure 2

Obrazek 2-4 - nahled na tutOrial navod pro topologické tiidéni

2.1.2.2 Tranzitivni zavér

Tranzitivni lze jinak fici jako prechodny.

Ptechodnost je jev, ktery tizce souvisi s rozhodovacim procesem. v modelu je velmi
dobte vysvétleno, co termin tranzitivni — pfechodny znamena. Napt. Pokud vime, Ze Marie je
Pavluv néslednik (dédic) a Petr je Mariin dédic, pak mizeme fict, ze Petr je zaroven i dédic
Pavliv. Takovychto jevii bychom nasli urcité i vice. Ja pro ptiklad uvadim i netranzitivni
proces: Honza je Pavliv syn a Petr je Honziiv syn. To ale viibec neznamend, ze by i Petr byl
Pavlliv syn.(netranzitivni proces)

v modelu je vysvétlen cely postup ndzorného piikladu.

10
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2.1.3 Celociselné programovani

Této sekci se budu velmi podrobné vénovat v dalsi ¢asti mé prace, kde velmi podrobné
popisi fungovani modeld, spadajicich pravé do této sekce. Nyni bych se rada zminila jen o
vSeobecnych charakteristikach celo¢iselného programovani.

Jak uz z nazvu vyplyva, budeme pracovat s ulohami, které obsahuji celd cisla, tzn.
Uloha LP obsahuje podminky celo&iselnosti.

Tyto podminky vyplyvaji vétSinou bezprostiedné z formulace ekonomického modelu

daného problému.’

2.1.4 Linearni algebra

2.1.4.1 Row operations (Fadkové operace matic)

v modelu tutOrial jen velmi uzivatelsky jednoduchd aplikace, kterd nabizi moznost
feSeni matic.

Nelze nechat vytesit matici jako takovou, ale aplikace umoziiuje velmi snadno provadét
radkové Gpravy matic (ndsobeni, sCitani, od¢itani, d€leni, vytykani...) Pro studenta, ktery se
pfipravuje na bakalafskou zkousku z matematiky a nechce se mu matice fadkové upravovat

manualné, by toto byla velmi uzite¢nd pomtcka.

Width | R c;,Rj R, =R E_']E F. = F.+uo Rj Pivotii,i)

[1] [2] [3]
o (11 NN ERN NN (1] o
o r2] I I I 2] o

o (3] [N I N (:] e
P e E

257 #

Obrizek 2-5 - hl. okno programu, ktery dokaze provadét fadkové ipravy matic

2J. JABLONSKY: Operacni vyzkum, Professional publishing, 2002, str.113

11
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2.1.4.2 ReSeni linearnich rovnic (The equator module)

Je interaktivni webova aplikace pro feSeni soustav linearnich rovnic.

Funguje na podobném principu jako modul pro fadkové operace, tj. fesi soustavu
linedrnich rovnic, tento ale provadi i upravy pravych stran. Stejn€ jako modul ptedchozi
nedokéaze vytesit soustavu rovnic kompletné, ale velmi snadno provadi fadkové i sloupcové

upravy.

2.1.4.3 Inverze matic, determinanty

Dalsi aplikace umoziujici snadné feSeni maticovych problémt. ,Inverter”, dokaze
upravovat matici tak, abychom vypoc¢itali, matici inverzni. ,,Determinator®, pomtize upravit

matici tak, abychom snadno spocitali determinant.

Mew Problem Width »| Fi=R; R =aR; Ri = Reto Ry Pivotiij)

2] 3]
(o] NN I

=T 2]
e [1] [1] e

o [2] [] o
O ®

Obriazek 2-7 - hl. okno programu, ktery poc¢ita determinant

12
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2.1.5 Linearni programovani

Tomuto problému bude vénovana samostatna kapitola, proto bych se nyni zaméfila jen
na vSeobecnou definici.

Linearni programovani je disciplina operacniho vyzkumu, kterd se zabyva feSenim
rozhodovacich problémt, ve kterych jde o urceni intenzit realizace procesu, které probihaji
nebo mohou probihat v daném systému. Je prostiedkem pro pldnovani realizace urcitych

procestl, ktery zabezpecuje dosazeni optimalniho vysledku ve vztahu k definovanému cili.’

2.1.6 Simulace

Tato Cast se zabyva popisem a charakteristikou simulaci pro modely front.

2.1.6.1 M/M/1 Queues (Jednoduchy exponencialni model hromadné
obsluhy)

Aplikace v programu tutORial nabizi dvé moznosti feSeni: feSeni problému pomoci
matematického modelu nebo pomoci simulace.

Opét madme na webu k dispozici jednoduchou aplikaci, kterd ndm snadno spocita dany
problém. Staci zadat intenzitu pfichodd, intenzitu obsluhy, maximalni délku fronty a délku

pokusu.

2.1.6.2 Model G/G/s

Blok obsahuje dva simulétory pro jednoduchou frontu.

Prvni z nich umoziuje simulaci systému jedné fronty s jednim ptichodem a jednou
sluzbou. Uzivatel si pro interval pifichodu a trvani sluzby zvoli teoretické rozdéleni
(distribuci) nebo vlozi rozd€leni v tabulkové podobé. (tj. bud’ pravdépodobnosti nebo
kumulativni rozdéleni)

Druhy simulator slouzi k popisu a vypoctim systému jedné fronty s prichody v davkach
a davkou sluzeb. Velikost davky mlze byt fixni nebo ndhodna. Obsluzné(a) misto(a) (sluzba)

muze bud'to cekat na kompletni davku nebo alternativné na dodavku ¢aste¢nou.

2.1.6.3 Generovani a testovani nahodnych cisel

Jsou poslednimi dvéma oddily v ramci simulaci.

3J. JABLONSKY: Opera¢ni vyzkum, Professional publishing, 2002, str.19

13
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Queueing networks, jak jiz anglicky nazev napovida, je systém front usporadanych do
nckolika siti. Jedna se o komplikovanou aplikaci, kterou 1ze vyuzit pro feSeni obtiZznych uloh
hromadné obsluhy. Pro zajimavost uvadim ilustrativni obrazek pouze jedné z casti

simula¢niho modulu.

Simulator of Queueing Networks V1.2
EDIT & VIEW Generators Servers Systemn Results | Footer Navigation
Generator 41
Distribution of Intervals
Enter value [x]: U Enter probability [p or F]: 0.0
Status: Select Distribution:
Tahle Empty Exponential %
# x p(x) Fix] Parameters
Clear Table User Distribution:
- Entering table as
Check & Confirm @ Probabilities
O Cumulative
Generation:
Experiment ) Continucus
) Dizcrete
Duration

Obrazek 2-8 - nahled na aplikaci pomahajici pii vypoctech problémi hromadné obsluhy

Random Generator Tester je jednoducha vypocetni aplikace umoziujici testovat
nahodny vybér. Vysledkem je jednorozmérnd tabulka rozd€leni cCetnosti vytvoiena s

odpovidajici chi-square hodnotou.
2.2 Zhodnoceni modulii

Vsechny z vyse uvedenych moduld (s vyjimkou modulti Linearniho programovani a
celociselného programovani, kterym se budu vénovat pozdéji) jsou velmi dobie teoreticky
rozpracovany a i jejich prakticka vyuzitelnost je na velmi dobré urovni.

Nékteré z modulli, jako napf. Inverter a Derminator bych doporucila k praktickému
vyuziti nejen pro OR/MS discipliny, ale i zejména matematickym disciplindm, kde se

determinanty a inverzni matice pocitaji velmi Casto.

14
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3 ReSeni uloh linearniho programovani v ramci

projektu tutORial

3.1 Obecné predpoklady a vychodiska*

Abych se mohla vénovat praktickému popisu modulli projektu tutORial, je potieba se
zminit o postupech pouzivanych standardné pii feSeni tloh LP.
v praxi se za¢ina vzdy formulaci ekonomického modelu tlohy linearniho programovani.
Ten zpravidla obsahuje:
* cil analyzy
* popis procest, které¢ v daném systému probihaji a maji vliv na definovany cil
* vliv ¢initelt, ovlivitujicich procesy
* popsané vztahy mezi procesy, Ciniteli a cilem
Pro vypocet ulohy a nalezeni optimalniho feSeni poté potfebujeme z modelu
ekonomického stanovit jest¢ model matematicky. ProtoZze matematicky model vychazi z
modelu ekonomického, ma i obdobnou strukturu:
» cil analyzy je vyjadien ucelovou funkei
» kazdému procesu je prifazena proménna

e Cinitelim odpovidaji linearni rovnice a nerovnice

3.2 Simplexova metoda

Simplexova metoda je kreacni vypocetni postup pro nalezeni optimélniho feSeni tlohy
linedrniho programovani.

Postup vypoctu pomoci simplexové metody lze rozdélit na dvé zékladni faze:

L. faze: nalezeni vychoziho zakladniho feSeni,

I1. faze: iteraéni postup vedouci k optimalizaci Gi¢elové funkce z.’

Simplexova metoda v pojeti projektu tutORial je popsdna v oddile: The Simplex Place.

JelikoZ jde o velmi rozsahlou problematiku, modul je rozdélen do né€kolika sub-moduli.

4J. JABLONSKY: Operaéni vyzkum, Professional publishing, 2002
5 J. JABLONSKY: Opera¢ni vyzkum, Professional publishing, 2002, str.50

15
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3.2.1 Gaussova eliminac¢ni metoda

Prvnim sub-modulem je modul zabyvajici se Gaussovou eliminacni metodou.
Postup v projektu tutORial velmi dobfe a jednoduSe popisuje zédkladni pravidla pii

vypoctu soustavy rovnic nutnych pro vypocet vychozi simplexové tabulky.

x, |, |, ||, |x
2% + X5 4 Xy = 1 (% (% || % | Mo | NS
%y BRGE W -30 2(1|1|0|0| 40
11|01 ]|0]| 30
X+ g =z 15

Obrazek 3-9 - vychozi soustava rovnic a jeji zobrazeni v projektu tutORial

Tzn. jiz na zacatku zvolend soustava rovnic je v kanonickém tvaru, tj. v tomto pfipadé
promeénnym X;, X4, a X5 odpovida jednotkovy vektor, ktery poskytuje vysledek x;=40, x,=30,
xs=15, nebo jinak vektor x = (0,0,40,30,15).

Ne vzdy, ale v praxi dochazi k nalezeni zdkladniho feSeni tak snadno. Pokud soustava
rovnic neobsahuje danou jednotkovou matici, je potieba ji upravit nasledujicim zpiisobem.
Ur¢ime klicovy sloupec — vstupujici proménna a klicovy fadek — vystupujici proménna.
Prisecikem téchto dvou je pak klicovy prvek. Abychom pak nemuseli provadét dlouhy

vypocet, pouzijeme interaktivni vypocetni mechanismus projektu tutORial.

Xy X5 Xg X, Xg PHS
2 1 1 0 0 40 @)
1 1 i 1 0 30 ®
1 0 0 0 1

15 @)
o [o] o o o

Obrazek 3-10 - vychozi zadani do vypocetniho mechanismu Gaussova elimina¢niho procesu; urceni

kli¢ového sloupce a klicového Fadku
Do vypocetniho mechanismu jsme vlozili pivodni matici, oznacili klicovy sloupec (x2),
klicovy tadek (2) a stiskli klavesu ,,Pivot”. Dostdvame pak nové zdkladni feSeni s vlevo

nazna¢enymi zakladnimi proménnymi, x2, x3 a x5, ¢emuz odpovida feseni x = (0,30,10,0,15).
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BV *) *2 *3 *4 X5 RHS
X3 |1 1 X 10 o
K2 |1 i i 30 ®
x5 |1 0 0 i i

1% O
© o o | o | o [(wFe

Obriazek 3-11 - vysledek ve vypocfetnim mechanismu Gaussova elimina¢niho procesu; BV —

oznaceny zakladni proménné; RHS — prava strana

3.2.2 Podminky nezapornosti

Jednim z hlavnich omezeni a ptedpokladi simplexové metody je nezapornost
proménnych. (non-negativity)

Toho lze dosahnout nékolika zplisoby:

- proménné v prvotnim zékladnim feSeni jsou nezdporné

- proménné v jakémkoliv dalsi feSeni vytvoreném pii Gpravach zlistdvaji nezaporné

Jak tohoto piedpokladu dosdhneme ale v praxi? Zejména druhé z nich, kdy nevime,
jakou proménou (sloupec) je potieba nahradit, tak aby sloupec pravych stran zistal
nezménény?

Miuzeme pouzit, tzv. ratio test:

RHS . RHS |

kde pro fady k, plati t,>0. t;; jsou proménné ze zakladniho vychoziho feSeni.

Tam, kde testova hodnota vyjde vétsi nez 0, mame jistotu, Ze danou proménou mizeme
nahradit, aniz bychom dospéli k zdporné pravé strang.

Uvadim 2 piiklady, kdy po stisknuti tlacitka ,,RT* byli vypocitané testy a doporucené

proménné na ,,vymenu‘,
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BV xl ><2 X3 x_ll ><5 RHS
ol 1 1 0 0
el | 1 0 1 0
: X 0 0 0 1

o o o ® o

Obrazek 3-12 - vysledek vyp. mechanismu, kde je pro "kli¢ovy" prvek doporucen prvek ve

4.sloupci a 2. fadku

3.2.3 Ucéelova funkce

Doposud jsme fe$ili pouze problémy spojené se zdkladnim feSenim. v praxi se ale

mnohem castéji potkdvame s piipady, kdy je potieba optimalizovat — tj. stanovit takové

feSeni, které optimalné splituje zadané podminky, které jsou vytvoreny, tzv. u¢elovou funkei.

Ucelova funkce z ma nasledujici tvar:
Z-CiX1= - CnXp=0

a lze ji snadno ptidat do celého modelu.

Pismenko ¢ je zvoleno zamérng, jako zkratka pro naklady.(costs = néklady) Ucelova

funkce Casto vyjadiuje ndklady na faktor, které je potieba optimalizovat.

Béhem operaci upravujici vypocetni matici, pak provadime upravy i v ucelové funkci z.

Vypocetni mechanismus je tak upraven nasledujicim zptisobem:

EV Kl Xz ><3 x-l- XS RHS
X3 1 0 1 -1 0 o
X7 1 1 0 1 0 o
%5 1 0 0 0 1 O
z |+ I3 Lo IC IC IE
O O O 9] O

Obriazek 3-13 - vypocetni mechanismus upraveny o zakladni funkci z.

3.2.4 Optimalizace

Optimalizace je klicovym faktorem, pro feseni uloh linedrniho programovani.

18
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Spociva v nalezeni fesSeni, kdy je ucelova funkce maximalni nebo minimalni. Abychom
vedeli, jake volit klicové prvky, je potieba se drzet nasledujicich pravidel:
- pokud maximalizujeme, vybirejme takové nezékladni proménné, které maji
negativni (zdporné) redukované naklady.(koeficient ¢ v ucelové funkei)
- pokud minimalizujeme, vybirejme takové nezdkladni proménné , které mayji

pozitivni (kladné) redukované naklady.

Pti iteracich (tzn. upravach danych matic) dle klicovych prvki, je potieba ,,védét, kdy
prestat”, tj. kdy skonCit, protoze mame maximalni nebo minimalni hodnotu dané funkce.
Projekt tutORial ndm opét doporucuje nasledujici pravidla:

- pokud maximalizujeme, ukonceme proces iteraci, kdyz vSechny redukované

naklady nezékladnich proménnych jsou nezaporné. (tj. nulové nebo kladné)

- pokud minimalizujeme, ukon¢eme proces iteraci, kdyz vSechny redukované naklady

nezakladnich proménnych jsou nekladné.(tj. nulové nebo zaporné)

Pii respektovani vySe uvedenych pravidel a vyuziti upraveného interaktivniho
vypocetniho mechanismu, dostdvame pro zakladni rovnici:
z—-4x,-3x,=0

pro maximalizaci vysledek: z + x; +x, = 100,
RT
BV | X % X3 %y Xs | RHS

X1 1 1 -1 O |15

z | H I 12 H oo | [maxlv]

o o o o ©

Obrazek 3-14 - maximalizace ve vyp. mechanismu obsahujicim zdkladni funkci z

a pro minimalizaci: z — 4%, — 3x, = 0, avSak se zménénymi pravymi stranami zakladniho

feSeni.
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BV Xy Xy Xy X, Xg RHS

x3 2 1 1 o |-
x4 1 1 1 @ |3
x5 1 0 0 0 1 O |-
z |4 IE E i ik IE | [min [

o o o © o

Obrazek 3-15 - minimalizace ve vyp. mechanismu obsahujicim ticelovou funkci z

3.2.5 Specialni pripady

,, Violations‘ neboli naruSeni zakladniho modelu mohou byt tii typt:
a) zéaporny koeficient pravé strany (b; <0)

b) rozhodujici proménna nemusi byt nezaporna

¢) funkéni podminka, kterd neni typu ,,<=*

Ke vSem narusenim nam ale projekt tutORial uvadi, jak se s danym problémem

vyporadat:

a) nejsnadngj$i uprava; narusSujici proménnou (cely fadek) vynasobime Cislem -1;
pokud se v daném tadku vyskytuje nerovnost, je potfeba po vyndsobeni nerovnost
,,OtoCit* opacnym smérem

b) u nékterych proménnych mize nastat ptipad, kdy nechceme, aby byla nezaporna; v
tomto ptipad¢ se pouzije jednoduché matematické pravidlo, kdy kazda neznama (at’
uz kladnéa ¢i zaporna) mize byt vyjadiena jako rozdil dvou jinych nezdpornych
proménnych; napf. pokud x = -4, miizeme nahradit x =v - w, kde v=6 a w = 10;
tim ndm do modelu mohou pfibyt dal§i proménné

¢) mohou nastat dva ptipady:

a. omezeni je typu: ,>=": pfepiSeme omezeni s vyuzitim rovnitka; napf.
rovnice 3x; + 2x, + 7x3 >= 20 mizeme piepsat do tvaru:
3x; + 2%, + 7x3 — X4 = 20, (x4, >=0)
b. omezeni je typu: ,=": feSime doCasnym piidanim dal§i proménné do
podminky, tak abychom ji vyuzili jako zakladni proménnou; napft. rovnici
X, + 3%, + 7X; - x4 = 25 mizeme piepsat do tvaru:

X]+3X2+7X3-X4+X5=25,(X5=0)
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z vyse uvedeného je patrné, Ze model se mize ,,zkomplikovat* rozsifenim o dodate¢né
proménné. Existuje nékolik zpisobt, jak se v tomto neztratit. Jednou z moznosti je dodate¢né
proménné podtrhavat, druhda moznost je vSak mnohem vice rozsifena. Jedna se o 2-fazovou

simplexovou metodu.

3.2.6 Dvoufazova simplexova metoda

Tato faze neni v projektu tutORial dopracovana dokonce, proto uvedu jen stru¢nou
charakteristiku dle jiného zdroje.

Pokud nejsou v uloze linearniho programovani vSechny omezujici podminky ve tvaru
nerovnic ,,<=*, neni feSeni této ulohy viibec snadné¢ a piedstavuje celou 1. fazi vypoctu. II.

faze se zabyva vlastni optimalizaci ucelové funkce.’

3.2.7 Simplexové reSitele

v této sekci jsou uvedeny dalsi submoduly, které slouzi jen jako vypocetni mechanismy.
Najdeme zde 4 vypocetni mechanismy, které jsou vypocetné podobné diive uvedenym,
vyhodou je vSak jejich pouzitelnost pro ,,obsédhlé“ matice. (i 10x10) Jde o standardni formular
(standard form), obecny formulatr (general form), aplikaci pro dudlni simplexovou metodu
(Dual Simplex) a vypocetni mechanismus pro dopravni (zasobovaci) problém v simplexové

metodé.(transportation simplex)

Transportation Module

Enter a basic feasible solution

(eg use the ITW Corner IMethod)
13 1 2 3 4 5 5(1)
3 3 2 4 &
1 13|13
4 9 9 3 2
2 20|20
& ) 9 & ]
3 g |9
iy 4 15 14 4 0
g 15 14 1 0

Obrazek 3-16 - nahled vypocetniho mechanismu pro dopravni problém, kde Fadky jsou mista

odbytu, zatimco sloupce zna¢i mista poptavky

6 J. JABLONSKY: Operacni vyzkum, Professional publishing, 2002, str.61
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3.3 Virtualni dualita

Je dal$im tématem v ramci linedrniho programovani.
Bohuzel neni teoreticky rozpracovan a v ramci projektu tutORial nabizi jen vypocetni

mechanismus bez bliz§iho uvedeni. To se ptfedpoklada do budoucna.

O Matrix ® Scalar Representation
Representation
t
topt CX opt ¢y X + ... +C X,
S.L. s t
Ax=b + ...+ =b
X >=0 =l A1,n%n 1
an Xy + +ag X, = b,
XqpeensXy >=0
Opt = [Min |+ Opt = Mn |v/m=2 ¥ :n=|2 ¥

Obrazek 3-17 - nahled modulu simulujici virtualni dualitu

3.4 Dualni simplexova metoda a dopravni problém

Projekt tutORial v této sekci nabizi ptimy odkaz na submodely jiZ popsané v predchozi

kapitole.
3.5 Mad’arska metoda

Tento modul nabizi implementaci mad’arského algoritmu pfi feseni tzv. pfifazovaciho
problému. Je pomérné slozity na pochopeni bez pattfi¢ného teoretického uvedeni do problému.

v této préaci se mu proto nebudu detailnéji vénovat.
3.6 Zhodnoceni moduli linearniho programovani

Celou cast tykajici se Simplexové metody hodnotim jako velmi detailné propracovanou
a prakticky velmi dobie vyuzitelnou v ramci OR/MS disciplin.
Ostatni sekce v této casti jsou v porovnani se Simplexovou metodou teprve

,rozpracované* a bylo by tfeba je nadéle rozvijet.
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Praktickou vyuzitelnost téchto modult vidim jen pro velmi dobie teoreticky pifipravené
¢tenafi, coz je v rozporu s hlavnim zadmérem projektu tutORial, kladouci si za cil predstaveni

problémti OR/Ms §irsi vetejnosti.
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4 CeloCiselné linearni programovani v ramci

projektu tutORial

4.1 Obecné piedpoklady a vychodiska’

Takové ulohy linedrniho programovani, které jsou doplnény o dalsi pozadavek, aby
vSechny nebo alesponi nékteré proménné byly celd c¢isla se nazyvaji Glohy celo¢iselného
linedrniho programovani. Pouziti celych ¢isel v metodach linedrniho programovani piindsi

dalsi modelovaci flexibilitu v rdmeci feSeni a tim 1 rozSifeni praktické vyuzitelnosti.
4.2 Uloha o batohu (The Knapsack problem)

Modul v ramci celoCiselného programovani, ktery se zabyva Knapsack(batohovym)

problémem.

Definice: Mame batoh o objemu v a n sad (j=1,2,...,n) polozek. Kazd4 sada obsahuje
nekone¢né mnoho identickych polozek, kde nekone¢né mnoho kusi mé stejnou vahu (w;) a
objem (v;). Cilem je urcit, kolik polozek z kazdé sady x; bychom méli umistit do dané¢ho
batohu, tak abychom maximalizovali celkovou vahu daného prostoru — samoziejmé, aniz
bychom piekrocili celkovy objem V.

Existuji dva pohledy, jak k danému problému pfistupovat, kazdym z nich se zabyva

jeden ze submodulil této Casti.

4.2.1 Neomezeny problém

,uUnbounded problem — branch and bound®, voln¢ pielozeno jako neomezeny problém
— vétveni a meze.
Jinak feceno, tak jak jsem uvedla v definici, existuje nekone¢né¢ mnoho (neomezenc)

polozek v kazdé sad¢. Matematicky lze problém popsat nasledovné:

" Anderson, Sweeney, Williams: Introduction to management science, West publishing, 1994
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z% 1= max z = WXy + WoXo + o + WX,

s.t.
ViX{ +VoXo + o + VX, <=V
X{: X5, e X0 {0,1,2,3, ... }

tj. optimalizujeme celkovou vahu vyjadfenou ucelovou funkci z*, za podminek
neomezenosti poc¢tu kusli v n-té sad¢ a nepiekroceni celkového objemu batohu.
v praxi se vyskytuji dals$i dvé obmény na tento problém:
1) bounded problem — tzn. ohrani¢eny problém; pocet polozek v jednotlivé
sad¢ je urcen

2) 0-1 problem — polozky mohou nabyvat jen hodnot 0 a 1

Postup feseni je stejny, ne-li jednodussi jako u neomezené podminky.

Proces feSeni v ramci metody ,,BB* je tento:

Krok 1: pred-pfiprava: snazime se snizit velikost problému vytfazenim nevhodnych
polozek anebo snizenim velikosti batohu.(V) Zaroven se snazime polozky uspotradat sestupné
podle jejich hustoty (w/v;.)

Krok 2: zahajeni: snazime se najit vhodné feSeni problému, tim Zze batoh zaplnime co
nejveét§im mnozstvim polozek typu 1, poté co nejvice polozkami typu 2, atd.

Krok 3: redukéni tah: odstranime jednu polozku z batohu

Krok 4: Expanzivni tah: pokusime se vylepSit soucasny vybér pouzitim polozek z konce
seznamu (téch nejmensich)

Proces kon¢i ve chvili, kdy uz neni mozné zadna dalsi redukce. (krok 2)

Abychom toto nemuseli pocitat ru¢né, projekt tutORial nabizi vypocetni mechanismus,
ktery dokéaze problém spocitat.
Naptiklad zadani problému, kdy n=3, V=10, w=(11,12,7), v=(4,5,3) a jeho nésledny

vypocet by vypadal nasledovné:
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weight,

Yolume,

Decision,

Iteration @

Obrazek 4-18 - vypocetni mechanismus Knapsack problému (metoda BB)

Tzn., Ze pouzijeme jeden kus typu jedna a dva kusy typu 3, coZ nam nepiekroci celkovy

objem a zaroven maximalizuje vahu batohu na 25 jednotek.

4.2.2 Neomezeny problém — dynamické programovani

Druhy pfistup k ,,neomezenému* problému nam nabizi vétsi flexibilitu pii feSeni.

Matematicky by se vSe dalo formulovat nésledujicim zptisobem:

z* 1= optz = WXy + WoXo + .o + WX,
s.t.
< =
ViXy + VX + o VX, TV

xlrxzr !xr'l in {01112131 }

tj. celkovou vahu batohu mizeme 1 minimalizovat a objem pfitom muizeme chtit roven
presné¢ maximalni hranici.
Timto pak vypocetni modul dostdva nové parametry na vybér a piiklad z minulé

kapitoly by vypadal nasledovné:
Resize (n) |v | min |v [ IGTGR Volume:

Pile 1

Weights --

\olumes
Dm:lslons

Obrazek 4-19 - vypocetni mechanismus Knapsack problému (metoda DP)
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tj. minimalizujeme celkovou védhu pii pfesném(maximalnim) objemu.
4.3 Gomoryho metoda Feznych nadrovin

Tato metoda neni v projektu tutORial teoreticky rozebrdna a autor uvadi poznamku, ze
vypocetni mechanismus je jen pro odborniky, ktefi védi co maji délat. Vzhledem k nedostatku
materiald o této metodé, jsem se do hlubsiho prozkoumavani tohoto modelu nepoustéla.

Nahled na vypocetni mechanismus vSak uvadim v ptiloze.
4.4 Uloha osmi dam

Nazev tohoto modulu, ,,Royal optimization®, m¢ velmi zaujal a pfedstavovala jsem si,
jak asi vypada kralovska optimalizace?

Odpovéd’ byla prostda a moznd i1 piedvidatelnd: problém kralovské optimalizace je
spojen s kralovskou hrou — Sachy. Jde o to, rozmistit na Sachovnici N-kraloven, tak aby jedna
druhou ,,nevyhodila®.

Kralovny je potieba rozmistit na Sachovnici o NxN polich.

Model nabizi i netradi¢ni piistup k problému. Klade otdzku, aby se ¢tenafi pokusili
problém formulovat z hlediska OR/MS.

Zadani je nasledujici:

- formulovat problém pro n=30, tj. 30 kraloven

- problém zaroven vyfeste jednou z metod LP a pouzijte vypocetni mechanismy v

ramci projektu tutORial

Nahled JAVA aplikace kralovské hry pro 8 kraloven, kde jsem jiz umistila 2 kralovny na
pole (1,1) a (4,8).
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Royal
Optimization
» The Problem o

» Solution .
» Perspective

B Ei B

Control Panel

=
Moves: B

QLIGGI'IS: i imer and Copyright Information,

. Conditions of use,
Instructions R —

Obrazek 4-20 - Nahled JAVA aplikace kralovské hry pro 8 kraloven

4.5 Uloha osmi dam - nové

Cast ,,New royal optimization“ nabizi rozSifeni a novy pohled na kralovskou
optimalizaci. Problém je stejny, tj. rozmisténi N-kraloven na Sachovnicové pole.

Na rozdil od modulu piedchoziho, ale nabizi i ndvod, jak dany problém vyftesit.

Princip lze shrnout do dvou krok:
1. Vyjadfeme N jako rovnici N = 6k + m, kde k je nejvySsi mozné celé Cislo, které
spliiuje podminku 6k <= N.
2. Pouzijeme odpovidajici ptistup dle hodnoty m:
a. pokud m nabyvéa hodnot {0,1,4,5} pouzijeme mimo-diagonalni ptistup.
(viz obrazek 4-5)
b. pokud je m =2, pouzijeme diagonalni pfistup (viz obrazek 4-4)
c. pokud je m = 3, pouzijeme feSeni pro m=2 v sekci (N-1)*(N-1) a poté

doplnime kralovnu do buniky (N,N)
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M=16

Obrazek 4-21 - diagonalni pFistup v RO Obriazek 4-22 — mimo-diagonalni pfistup v RO

Piehled ndhledii pro riznd N, stejné tak jako ndhled hraci plochy, ptipravené pro

umist'ovani kraloven uvadim v ptiloze ¢.2.

4.6 8 snadnych kusii (8 Easy pieces)

Posledni cast kapitoly celociselného programovani v ramci projektu tutORial.
Funguje na obdobném principu, jako ,.kralovskéd optimalizace®, tj. cely model je interaktivni
hra, kde mame vymyslet postup v ramci OR/MS.

Opét se jednd o znamou hru, o které¢ se autoii domnivaji, ze by se méla stat soucasti
tradi¢nich postupii v ramci OR/MS.

, Zaprvé, tato hra se svym prostredim ma velkou Sanci stat integrovanou soucdsti
OR/MS prostiedi. Za druhé je vyzvou pro ,,tradicni* OR/MS. Je tomu tak proto, zZe spojuje

programovani zaloZené na podminkach a celociselné programovani. *

Ve hie je potfeba sefadit policka, tak jak byla sefazena pied zamichanim.
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8 Easy Pieces

Contributed by
tutJR

Obrazek 4-23 - nahled hry "8 Easy Pieces"
4.7 Zhodnoceni modulii celo¢iselného programovani

v porovnani s moduly pfedchozi kapitoly jsou modely celociselného programovani na

cvwr

problémem vétveni a hranic. Tuto ¢ast hodnotim i velmi dobfe z hlediska praktické
vyuzitelnosti.

Ostatni Casti v této sekci opét nejsou az tak teoreticky rozpracované, coz mize byt jejich
negativum. Naopak bych ale vyzdvihla néapadité hry, které maji ambice se stat detailné

rozpracovanymi problémy OR/MS.
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5 Zavér

Hlavnim cilem mé bakalatské prace bylo predstaveni projektu tutORial, ktery ma za cil
seznamit SirSi vefejnost s problémy OR/MS a zhodnotit jeho vyuzitelnost pro praktickou

vyuku.

Praci jsem rozdélila celkem do péti oddila. Kazdy z oddili byl vénovany konkrétni ¢asti
OR/MS disciplin. v prvnim z téchto stéZejnich oddili jsem strué¢né ptedstavila a zhodnotila
vSechny moduly uvedené v ramci projektu tutORial. v dalSich dvou oddilech jsem se pak
vénovala konkrétnim problémim v rdmci Linedrniho programovani a celociselného

programovani. Ob¢ ¢asti jsem zhodnotila z hlediska praktické vyuzitelnosti.

Podle tohoto hodnoceni v ramci jednotlivych kapitol byla az na vyjimky prokdzéana
velmi dobra prakticka vyuZzitelnost vétSiny modul uvedenych v ramci projektu tutORial.

v prehledu vSech modeli jsem ocenila velmi dobrou teoretickou i praktickou
propracovanost a vyuzitelnost nékterych modelt 1 v jinych disciplindch nez je OR/MS.

v cCasti vénované linearnimu programovani bych vyzdvihla velmi podrobnou cast
vénovanou simplexové metod¢, kterd piindsi i vybornou praktickou vyuzitelnost.

v posledni ¢asti jsem zminila velky potencidl pro dalsi rozpracovavani.

Dalsim z cili projektu tutORial je rozvinout komplexni web zabyvajici se komplexnimi

online problémy disciplin OR/MS, cozZ se v ptipad¢ projektu tutORial podafilo.
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Ptiloha ¢. 1 — Nahled aplikace fesici LP metodou Gomoryho feznych nadrovin

Fasten your seatbelts!
X - Bl -

©Omin @®max

» Make sure that the specified size of the problem is the one you need.
If this is not so, use the Resize button to resize the problem. Do this
before you input the data.

+» Use the Width button to change the width of the columns. Set the
width of the columns before you fill-in the form.

» Uncheck the checkboxes corresponding to URS variables (variables
that are not required to satisfy the non-negativity constraint 5 0).
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Ptiloha €. 2 — Piehled nahledt ,,Kralovské optimalizace pro riznd N, a nahled hraci plochy,

pfipravené pro umistovani kraloven

Wfﬁ&%%
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Ptiloha ¢. 3 — nahled Gvodni strany projektu tutORial

Adresa gj http: S iFors,ms, unimelb, edu, au/tutorialf | B d Fie

tut' Rial

The Modules

tut! Rial
I @& R S

International Federation of Operational Research Societes

& special Project of

IFORS Educational Resources Committee
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