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Abstrakt

Nazev prace: Zlomkovy simplexovy algoritmus ve VBA
Autor: Karel Ouzky
Katedra: Katedra ekonometrie

Vedouct prace: prof. RNDr. Jan Pelikan, CSc.

Zékladni myslenka zlomkového simplexového algoritmu spociva ve spojeni teorie
maticového poctu a znalosti maticového vyjadreni simplexové tabulky z revidované
simplexové metody. Mou snahou je vysvétlit teoretické zaklady, na kterych algoritmus stavi,
a nabidnout zpracovani problému v jazyku Visual Basic for Applications v prostiedi
MS Excel 2007. Hlavni pifinos spatiuji v tom, Ze algoritmus je schopen vyfteSit predem

specifikovanou skupinu uloh zcela exaktné bez nutnosti pocitani v desetinnych ¢islech.

Klic¢ova slova: simplex metoda, zlomky, maticovy pocet

Abstract

Title: Fractal simplex algorithm in VBA
Author: Karel Ouzky

Department: Department of Econometrics
Supervisor: prof. RNDr. Jan Pelikan, CSc.

Basic idea of fractal simplex algorithm is based in the theory of matrix counting

and knowledge of matrix representation of simplex tabuleao from revised simplex method.
My desire is to explain theoretical basics on which this algorithm works and provide solution
in language Visual Basic for Applications in application MS Excel 2007. Main benefit | see in
the fact, that algorithm can solved specific class of mathematical problems in a way of

exactness counting whithout necessity of using decimal numbers.

Keywords: simplex method, fractals, matrix algebra
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Uvod

Uvod

Matematickd presnost vypoctu je stale aktudlni téma. Pii vypoctu rtzného typu
optimalizacnich Uloh se setkdvame s moZznosti vzniku zaokrouhlovacich chyb. Zékladni
snahou celé této prace je poskytnout zcela exaktni vypocetni nastroj, ktery povede k feseni
ptedem specifikovanych uloh.

Snahou této prace bude odvodit a algoritmizovat algoritmus simplexové metody, ktery
po celou dobu vypoctu pracuje ve =zlomkové aritmetice. Navrzeny postup bude
implementovan do aplikace v prostiedi Microsoft Excel 2007, pficemz se pokusim poskytnout
uzivatelsky pfivétivé prostiedi. Excel podporuje programovaci jazyk Visual Basic for
Applications, ktery pro psani vyuziji. Spravna funkcionalita bude ovéfena na nahodné
vygenerovanych tlohach, které budou vykazovat smysluplnou fesitelnost. Aplikace bude
navrzena pro ucebni ucely katedry ekonometrie Vysoké skoly ekonomické v Praze a pokusim
se zodpoveédét i na moznosti jejiho praktického vyuziti.

Vzhledem k tomu, ze nabizeny postup do jist¢ miry stavi na poznatcich z oblasti
celociselného programovani, chtél bych prozkoumat, mozZnost vyuZiti nastroji linearniho
programovani v této oblasti, a proto se v jedné kapitole zaméfim na problém totalni
unimodularity matic, ktera uzce souvisi s moznosti feSitelnosti téchto tloh jako uloh

linearniho programovani.



Teortické zdklady

1 Teoretické zaklady a odvozeni zZlomkového
simplexového algoritmu

1.1 Piivod linedrniho programovdni a simplexového algoritmu

Disciplina, kterou nazyvame linedrni programovani, ma pies své Siroké uplatnéni v
redlném zivot€¢ pomérné mladou historii. Poméha sfteSenim riznorodych probléml a
poskytuje néstroj vhodny pro matematické modelovani moznych situaci, aby bylo dosazeno
optimalni alokace zdroju, dostate¢né uvazeny ruznorodé informace pro kompromisni

rozhodnuti a aplikace tohoto postupu se vyuzivd v mnoha oblastech lidské ¢innosti.

Radu podobnych situaci pfinesla také 2. svétova valka, ve které nezavisle na sobé bylo
tieba vyfesit fadu optimalizacnich problému. Za pocatek linearniho programovani je mozné
oznacit vSak teprve rok 1947. Zde byly pomoci matematického ramce sjednoceny zdanliveé
riznorod¢é problémy a byla poskytnuta efektivni vypocetni metoda. Dantzigova simplexova
metoda poslouzila k moznosti explicitni formulace a feSeni celé¢ Skaly uloh linearniho
programovani. Dalsi rozvoj souvisi s pfichodem pocitacli, které se brzy staly nezbytnou
soucasti pro aplikaci linearniho programovani do oblasti, ve kterych nestaci ru¢ni vypocet (viz

Dantzig, 1998, s. 1-28).

Linearni programovani spada do oblasti deterministické optimalizace. Pfestoze bylo
ukazano, ze simplexova metoda je v pripadé analyzy nejhorSich ptipadii exponencialni
povahy (Klee-Minty [1972]), jeji prakticka pouzitelnost je vysvétlovana analyzou ,,pramérné
situace”, kterou je pomérn¢ slozité specifikovat. Problém exponencidlni slozitosti
simplexového algoritmu vedl k formulaci polynomialnich algoritmti slouzicich k vypoctu
uloh linearniho programovani. Navzdory Uspéchu a nalezeni algoritma, které 1 v nejhorSich
pfipadech vykazuji polynomidlni feSitelnost, se ukazalo, Ze implementace téchto, metod ve
srovnani s efektivitou simplexového algoritmu, vice ¢i mén¢ selhava (Zimmermann, 1988, s.
1-2). Simplexovy algoritmus se pii feSeni praktickych uloh chova jako polynomidlni

algoritmus (Fiala, 2003, s.43).

V soucasnosti rozliSujeme fadu raznych postupti, které na simplexové metod¢ stavi.
Podle typu uloh byly navrZeny postupy, které jsou zalozeny na tadkovych ¢i sloupcovych
upravach vychozi simplexové tabulky reprezentujici wlohu linearniho programovani.

V nésledujicim odstavci zminime obecné vyjadieni simplexové tabulky a postup
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Teortické zdklady

revidovaného simplexového algoritmu, které jsou soucasti teoretického zakladu, na némz
bude zaloZen algoritmus simplexové metody, ktery pracuje se zlomky déale zlomkovy

simplexovy algoritmus.

Maximaliza¢ni 0lohu linearniho programovéni, kterd ma vSechna omezeni

typu < muzeme obecné vyjadiit takto:

max ¢’ x, (L.1)
AX<b,x>0
Kde A je matice strukturnich koeficientii typu m x n
b je vektor pravych stran omezeni typu 1 x n
¢’ jetransponovany vektor ucelové funkce typu 1x m
X je vektor proménnych typu 1 x n

Simplexova metoda je metoda iteracni, kterda na mnoziné ptipustnych feSeni postupné
hleda optimalni feSeni podle zakladni véty linedrniho programovani. Vypocet je mozné zacit,
jakmile mame alespon jedno zakladni ptipustné feseni (viz Lagova, Jablonsky, 2009, s. 82).

ZjednodusSeny postup metody je ilustrovan na nasledujicim obrazku.

X2

cx
Z- uce!ovy‘unkce

Obrazek 1.1 llustrace simplexové metody

Na obr. 1.1 vidime jak simplexovd metoda postupuje. Postupné prohledava mnozinu
piipustnych feSeni (vySrafovana oblast) za tim Gcelem, aby v naSem piipadé (1.1) vzrostla

hodnota ucelové funkce. V naSem obrazku je vychozim zakladnim pfipustnym fesenim bod
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Teortické zdklady

bod A. V prvni iteraci se dostaneme do bodu B, kde je lepsi hodnota ucelové funkce a opét se
jedna o zakladni pfipustné feSeni. Maximum ucelové funkce je v bodé¢ C, kde se vypocet
zastavi, protoze jsme dosahli optima. Pokud bychom postupovali az do bodu D, snizili

bychom hodnotu ucelové funkce.

1.2 Obecné vyjadreni simplexové tabulky

Vypocet simplexovou metodou je vhodné uspotadat do simplexové tabulky, ktera se da
rozdelit do  Sesti Casti. Vychozi simplexovd tabulka vypadd nasledovné

(Jablonsky, 2007, s. 35):

Tabulka 1.1: Maticové vyjadreni vychozi simplexové tabulky
kde:

A je matice strukturnich koeficientii rozméru m x n

| je jednotkova matice vyjadiujici pfidatné proménné, které vznikly doplnénim modelu
b je vektor pravych stran rozméru 1 X n

-¢' vyjadiuje anulované koeficienty fadku ugelové funkce rozméru 1 X m

0" nulovy vektor, ktery je pod piidatnymi proménnymi rozméru 1 x n

0 vychozi hodnota ucelové funkce rozméru 1

Kdyz vyjadiime s-tou iteraci vypoctu, dostaneme nasledujici tabulku (Jablonsky, 2007, s. 36):

B.'A B B.'b

T . Tph-1
CBTBglA—CT u =Bgcy Cg Bg'b

Tabulka 1.2: Maticové vyjadieni simplexové tabulky v s-tém kroku vypoctu
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1.3 Revidovana simplexovd metoda

Revidovand simplexovd metoda vychéazi ze znalosti obecného maticového vyjadieni
simplexové tabulky a skutecnosti, Ze pro vypocet s-té iterace je stéZejni znalost inverzni
matice baze Bsl, a proto se na vypocet inverzni matice redukuje. Pfi zndmosti vychozi
tabulky a inverzni matice baze je pak mozné dopocitat zbytek. Oproti bézné simplexové

metodé€ vypada obecné schéma vychozi tabulky nasledovné (Jablonsky, 2007, s. 51):

I b

0 0

By’ B:'b

T _ B —1C T T -1,
U = DbBsCy C; Bs'b

Tabulka 1.3: Tabulka revidované metody
- vychozi a s-ty krok

Matice B™ vyjadiuje inverzni matici baze, ktera je inverzni k matici B vytvotené z téch
sloupci matice A (vychozi tabulky), které odpovidaji zadkladnim proménnym simplexové

tabulky (Pelikan, 2001, s. 76).
1.4 Maticovy pocet
Pro vypocet vyuzijeme vetu o inverzni matici.

Véta o inverzni matici* (Coufal, Klafa, 2000, s. 312)

Je-li A = [ajj] regularni matice fadu n, potom inverzni matice k matici A se da zapsat ve tvaru

- T

Ar Ay o Ay

TS S 1Y S
detA | ... ... .. . (1.2)

A Az o A,

! Nékdy je v literatute je odkaz na tzce spojené Cramerovo pravidlo napt. (Salkin, Mathur, 1989, s. 74).
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Kde Ajj je algebraicky doplnék prvku ajj.

Algebraicky dopln€k je tvofen subdeterminanty fadu n-1 a plati pro néj:

DMy, (DML, . (DEM,
p | CDML (DML (DM,
) (L3)

(_1)l+l M nl (_1)1+l M n2 (_1) o M

nn

kde Mj; je subdeterminant, ktery vznikne z detA po vynechani i-té¢ho fadku a j-té¢ho sloupce.

A, o Ay
M=l o (1.4)
Az o Ay
Nékdy se mizeme také setkat s timto zapisem: A A2di (1.5)

(Salkin, Mathur, 1989, s. 74) ~det A

Vypocet A neni z matematického hlediska prilis vyhodny, protoze napt. vypocet
inverzni matice k regularni matici patého fadu vyzaduje urcit 1 determinant patého fadu a 25
subdeterminantli ¢tvrtého fadu (Coufal, Klufa, 2000, s. 313). Z tohoto divodu pfi vypoctu
inverzni matice radé€ji zvolime jiny zptisob neZ pomoci adjungované matice. Znalost véty o
inverzni matici baze je vSak klicova pro pochopeni moznosti vyjadfit celou simplexovou

tabulku ve zlomcich.

-12 -



Teortické zdklady

1.5 Uziti zlomkového simplexu

1.5.1 Vyjadreni vektoru zakladnich proménnych

Z obecného maticového zapisu simplexové tabulky vime, Ze hodnota vektoru pravych

stran je rovna Bs b. Pro bazické proménné miizeme tedy psat:
X =B"b (1.6)

Pokud inverzni matici baze vyjadiime dle véty o inverzni matici, dostavdme pro xg

nasledujici rovnici:

r ol = a7
Bll BIZ Bln Bll BlZ Bln
Xg = 1 y By B .. By xb = 1 v By By ... By «bl. (1.7)
detB | ... ... .. .. det B )
Bnl an e Bnn Bnl an B Bnn
kde B, = (-1 xM, (1.8)
resp Xy =~ xB¥ixb (1.9)
' ® detB '

Dany vzorec je platny pro ¢tvercovou matici — tj. typu n x n, coz v piipadé vypoctu
simplexovou metodou plati pravé pro matici baze, jejiz fddky odpovidaji poctu omezeni (s
vyjimkou podminek nezipornosti) a sloupce odpovidaji stejnému poctu ptidatnych

proménnych, které je nutno doplnit k vyrovnani nerovnic na rovnice.

1.5.2 Presnost vypoctu

Pokud spojime vySe uvedené obecné vyjadieni simplexového algoritmu revidované
metody a vétu o inverzni matici, dostdvame teoreticky zédklad pro zlomkovy simplexovy

algoritmus. Jesté nez tak u¢inime, je tieba si ujasnit, pro jaké ulohy ma tento postup smysl.

-13-
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Hlavni pfednosti zlomkového simplexu, je pocitdni ve zlomkové aritmetice.
Zlomkovou aritmetikou zde rozumime podil dvou celych ¢isel, ktery je ziejmé presné&jsi, nez
snaha o vyjadieni ¢isla v desetinném rozvoji. Tak napt. Cislo 0,33 miZeme vyjadfit se
vznikem zaokrouhlovaci chyby jako 0,33333 nebo piesné jako 1/3. V pfipadé velkého
mnozstvi desetinnych mist nebo pii ,,pfili§ pfisném* zaokrouhlovani si mizeme piedstavit
situaci, ve které by vliv neptesného vyjadieni mohl vést ke zkresleni vypoctu.

Obecné se da tict, ze vypocet v celych Cislech je presnéjsi nez vypocet v Cislech

desetinnych, coz je také hlavni myslenka zlomkového simplexového algoritmu.

1.5.3 Vyjadreni celé tabulky ve zlomcich

Z véty o inverzni matici (1.2) je tfeba si uvédomit, ze cela simplexova tabulka, jakoZto
vysledek operaci sinverzni matici baze, je vyjadfitelnd jako zlomky se spole¢nym
jmenovatelem, kterym je hodnota determinantu matice baze. Pro s-tou iteraci vypada

simplexova tabulka nasledovné:

B ade B adj B adjb

det B, det B, det B,

— C; Bsadj A(_CT ) uT — Cg Bsadj CT Bsadjb
det B, det B, ® det B,

Tabulka 1.4: Maticové vyjadreni simplexové tabulky v s-tém kroku vypoctu
dle vety o inverzni matici

Pokud chceme eliminovat vliv zaokrouhlovacich chyb, musime zajistit, aby jak
hodnoty v ¢itateli, tak hodnota ve jmenovateli byly celoCiselné. Kli¢ovy je opét pohled na
inverzni matici baze. Vychozi inverzni matice baze je jednotkova. VSechny dalsi inverzni
matice baze jsou odvozeny ze sloupct, které odpovidaji zdkladnim proménnych ve vychozi
simplexové tabulce, je tedy nutné, aby byla vychozi matice strukturnich koeficient

celociselna.

-14 -
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Determinant matice baze je mozné vyjadfit také jako soucet vSech klicovych prvkii od
zacatku vypoctu simplexovou metodou, resp. hodnoty determinantu v (s-1) iteraci s hodnotou
klicového prvku v s-té iteraci. (Pelikan, 2001, s. 76):

det B, =det B, , xa, (1.10)

det B, = Q) X Q) X+ X Qs (1.11)

Pokud vychozi matice strukturnich koeficientl A je celociselnd, také determinant baze
bude celociselny, protoZze matice baze B je odvozena ze sloupcit vychozi matice A a zrovna
tak determinant matice B.

Celociselna vychozi matice A je dostaCujici pozadavek, aby celd tabulka 1.4 méla
spolecného celociselného délitele, je vSak jesté tieba zajistit, aby 1 hodnoty jmenovatele byly
Vv celych ¢islech.

Pokud je také celoCiselny vychozi vektor hodnot proménnych, je ziejmé, ze vyraz
B,*"b bude celogiselny. K tomu, aby také spodni fadek tab. 1.4 obsahoval v ¢itateli cela Gisla,

je tieba, aby vychozi fadek ucelové funkce byl také v celych cislech.

Cela simplexova tabulka bude pii spIlnéni uvedenych pozadavki vyjadfitelna ve
zlomcich se spole¢nym celociselnym jmenovatelem, ktery odpovidd v prvni iteraci prvnimu
klicovému prvku, ve druhé iteraci soucinu prvniho a druhého kli¢ového prvku atd.

Pokud tedy zaruc¢ime, ze vSechny vstupni udaje ve vychozi simplexové tabulce budou
Vv celych &islech a pii kazdém kroku vypoctu budeme pocitat s matici rozsifenou o det B,
(resp. o klicovy prvek z ptedchoziho kroku — viz (1.11)) je ziejmé, ze celou dobu pocitame
s celymi ¢isly. Ilustrujme navrzeny postup na nasledujici Gloze linearniho programovani, ktera
ma matici strukturnich koeficientli, vektor hodnot pravych stran i fadek ucelové funkce
vyjadieny v celych ¢islech.

PT. 1.1:

4X, + 2X, + 3%, +6X, > max

2X, +4X; +5X, <50

2X, + X, +4x, <60

10x, +5x, + 4x, +10x, <180
X, X5, X3, %, 20
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Po pfevodu nerovnic na rovnice bude vychozi simplexové tabulka vypadat takto:

Tabulka 1.5: Vychozi simplexova tabuka k prikladu. 1.1

Vychozi matice baze je jednotkova proto i determinant této matice je roven 1.
Podle jednofazového simplexového algoritmu zvolime kliCovy sloupec, jako nejmensi
nekladnou hodnotu z fadky tucelové funkce. Vstupujici proménna je xs4. Vystupujici
proménnou uréime podle nejmensi hodnoty podilu pravych stran vici pfislusnému prvku
v klicovém sloupci. Vystupujici proménna je xs a klicovy prvek je a4 S hodnotou 5. Podle
standardnich vzorct piepocteme celou tabulku tak, aby hodnota kli¢ového sloupce byla v pro
vSechny hodnoty kromé klicového tadku rovna nule. Pfepocet jednofazovou simplexovou

metodou je vyjadien v nasledujici tabulce.

2/5 4/5

2/5 -3 1/5

Tabulka 1.6: 1. iterace dle bézné simplexové metody

Do baze vstoupila proménna x4, a tak z vychozi simplexové tabulky mizeme vyjadfit
prislusnou matici baze v prvni iteraci.

Tabulka 1.7: Matice baze dle vychozi simplexové tabulky v 1. iteraci
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Determinant matice baze bychom mohli vypocitat podle standardnich vzorct k uréeni
determinantu, ale vyuzijeme souvislosti hodnoty determinantu vV soucasné a nasledujici iteraci

a uré¢ime ho podle vztahu (1.10) det B, =det B,.¢q =1x5=5

Pokud rozsitime celou tabulku o tento vyraz, mame zaruceno, Ze opét budeme pocitat
s celymi Cisly. Rozsiteni jednotlivych tadki simplexové tabulky neporusi optimalitu feSeni,

protoze nasobime pravou i levou ¢ast rovnic. Rozsifena tabulka vypada nasledovné:

Tabulka 1.8: 1. iterace rozsifena o hodnotu klicového prvku

Nyni porusuje optimalitu vypocétu pouze prvni sloupec, proto vstupujici proménnou
bude Xx;. Vstupujici proménnou uréime z minima podilu pravych stran vi¢i druhému a téetimu
fadku. Vystupujici proménnou je x7 a klicovym prvkem je nyni az;. V§imnéme si, ze kli¢ovy
prvek ma v ,,bézné* simplexové tabulce hodnotu 10, zatimco v rozsifené tabulce hodnotu 50.
Hodnotu determinantu matice baze je mozné opét dopocitat z bézné tabulky podle vztahu

(1.12): det B; =.aq) X o) =5x10=50

V nésledujici iteraci neni poruSena optimalita v fadku ucelové funkce, dostdvame

optimalni feSeni soustavy:

2/5 4/5

1/5 -2 2/5
1/10 - 2/5

Tabulka 1.9: 2. iterace dle bézné simplexové metody - optimalni Feseni soustavy

Vysledné feseni je:  x=(8,0,0,10,0,4),z =92
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Sice jsme dosahli celo¢iselného feseni, ale obecné nemame celociselné fesSeni zaru¢ené

ani pfi vychozim zadani vSech parametrt celociselné.

1.6 Odvozeni vzorce pro prepocet tabulky

Skutecnost, ze kli¢ovy prvek v rozsitené tabulce odpovida hodnoté determinantu
matice baze v nasledujicim kroku, vyuzijeme pro stanoveni pravidla pro pfepocet simplexové
tabulky zlomkovym simplexovym algoritmem, které¢ zaruci, ze vypocetni tabulka bude ve
vSech krocich vypoctu obsahovat pouze cela ¢isla.

Upravy zlomkového simplexového algoritmu jsou podobné postupu jednofazové
simplexové metody, ale ne zcela identické. Neupravujeme klicovy fadek. Klicovy fadek s-té
iterace zlomkového simplexu totiz vyjadiuje hodnotu bézného simplexového algoritmu
roz§ifenou o hodnotu detBs.1, coZ je pfesné ta hodnota, kterou zde chceme mit, proto pro
klicovy fadek beze zmény opiseme.

Radky, které maji v kli¢ovém sloupci nenulové prvky upravime tak, aby na misté
klicového sloupce byly nuly, ale cely fadek jesteé rozsifime o hodnotu kli¢ového prvku
V bézném simplexu.

Radky, které obsahuji v kli¢ovém sloupci nuly je tieba rozsitit o hodnotu kli¢ového
prvku v bézné simplexové tabulce.V nasem piipadé se jedna o podil detgs+1/ detgs,

Vsechny poznatky shrneme do vzorce, ktery poslouzi jako pravidlo pro pfepocet
zlomkovym simplexem:

pro (E
a2 e XAk T Aie) X Qi) (1.12)
i) =
det
pro | = I
Rji(s) = Qjs-)
kde aijs)  predstavuje pocitany prvek v s-té iteraci

ais)  je klicovy prvek v s-té iteraci
i=12..,n
j=12,..,m
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Uvazujme opé€t zminénou ulohu (Ptf. 1.1), ale pocitejme pouze v rozsifené tabulce.
Vychozi iterace vypada stejné. KliCovym prvkem bylo zvoleno a4 S hodnotou 5. Vime tedy,
ze determinant matice baze v prvni iteraci bude roven 5. Klicovy fadek opiSeme a zbytek

tabulky dopocitame dle (1.12).

Tabulka 1.10: 1. iterace vypoctena dle vzorce (1.12)

Kli¢ovy tadek uréime podle minima ze zapornych hodnot v fadku ucelové funkce.
Vstupuyjici proménnd je X;. KliCovym prvkem je na zakladé minima z podilu {(100/10,
(400/50)}zvolen prvek as; s hodnotou 50. Vime tedy, Zze determinant matice baze ve druhé
iteraci bude roven 50. Kli¢ovy fadek opiseme a zbytek tabulky opét upravime dle zminéného
vzorce. Zde je vidét, ze v prvnim fadku simplexové tabulky je jiz dopfedu hodnota nula, a
kdyby se jednalo o0 béznou jednofazovou simplexovou metodu, fadek bychom neupravovali.
Zde je tieba jej vynasobit podilem soucasné¢ho a ptedchoziho klicového prvku, 50/5 = 10.
Tento vypocet je také zahrnut ve vzorci (1.12).

Dostavame:

det= 0]

x1 X2 x3 x5 X6 X7 b

x4
x4 0 20 40 50 10 0 0 500
X6 0 10 -120 0 -20 50 -10 200
50 5 -20 0 -10 0 5 400

z 0 40 10 0 20 0 20 4600

Tabulka 1.11: 2. iterace vypoctend dle vzorce (1.12) — optimum

V ftadce z zadnéa hodnota neporuSuje optimalitu feSeni a tak dalsi upravy neprovadime.
Proto abychom si zajistili pocitani po celou dobu ve zlomkové aritmetice, byla celd tabulka
rozsifena o hodnotu 50. Ted’ touto hodnotou musime vydélit celou tabulku, abychom dostali

vysledné feSeni ptivodni tlohy.
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x1 X2 x3 x4 x5 X6 X7 b

0/50 20/50 40/50  50/50 10/50 0/50 0/50
0/50 10/50 -120/50 0/50 - 20/50 50/50 - 10/50
50/50 10/100 - 20/50 0/50 - 10/50 0/50 5/50

Tabulka 1.12: Optimalni Feseni soustavy po vydéleni hodnotou,

o kterou byla tabulka rozsirena

Pii vypoctu tedy nakonec pracujeme pouze s jednou tabulkou. K interpretaci
skutecnych hodnot vyuzijeme kli€¢ovy prvek z ptedchozi tabulky. Po zkraceni dostavame
stejny vysledek jako pfi po¢itani béZznym zpusobem — viz tab. 1.9.

Zlomkovy simplexovy algoritmus je zaloZen na znalosti vztahi z revidované
simplexové metody a maticového poctu. Pokud zajistime, ze celd vychozi simplexova tabulka
bude obsahovat cel Cisla, cely vypocet bude probihat ve zlomcich.

Vychozi matice A je stéZejni pro urceni celoc¢iselnych determinanti a klicovych prvki
a celociselny zbytek tabulky zarucuje, ze budeme pracovat vzdy s podilem dvou celych cisel.
K tomu, abychom doptfedu zarucili, Ze uloha linearniho programovani bude vV pfipadé
optimalniho feSeni mit celoCiselné koeficienty, musime se podrobnéji zaméfit na povahu

matice strukturnich koeficientt.
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2 Unimodularita

Velkou podskupinou optimaliza¢nich uloh jsou ulohy, které vyzaduji, aby feseni vyslo
v celych cislech. Pro dany typ tloh neexistuje optimalizacni algoritmus, ktery by fesil celou
ttidu Gloh v polynomidlnim case. Pfi feSeni téchto uloh tak neméme zaruceno, ze se
vV rozumném case dobereme optimdlniho feSeni, i kdyZ mame k dispozici nejmodernéjsi
pocitace. Zakladnimi metodami vypoctu praktickych uloh jsou metody vétveni a hranic,
existuji vsak také metody feznych nadrovin popiipadé metody, které vzniknou kombinaci
obou postupti (viz Pelikan, 2001, s.73). Rada publikaci se zaobird problémem unimodularity

matic.

Uvazujme nasledujici typ tloh:

max c' X,
Ax<b,x>0 (2.1)
xeR"

Kde:

A je matice strukturnich koeficientl typum x n

b je vektor pravych stran omezeni typu 1 x n

¢’ jetransponovany vektor ugelové funkce typu Ix m

X je vektor proménnych typu 1 x n

Muzeme si polozit otazku, kdy mame zaruceno pii feSeni linearni relaxace ulohy (2.1)
celociselné feSeni, nebo jinak feceno, kdy je mozné k feSeni ulohy typu (2.1) vyuzit
simplexovou metodu a mit zaruceno, ze se dobereme pozadované¢ho optima. V ptredchozi
kapitole bylo naznaceno, Ze pokud chceme vyjadrit jednotlivé prvky simplexové tabulky jako
podil dvou celych Cisel, je na zdkladé¢ revidovaného simplexového algoritmu kliCové
postaveni inverzni matice baze (odvozené z matice strukturnich koeficienti A) a pii prepoctu
tabulky také celoCiselny vektor b a tadka ucelové funkce. Pokud na chvili opustime

pozadavek tohoto typu vypoctu a polozime si otazku, kdy médme zarucen celoCiselny vysledek
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bez ohledu na prepocet fadku ucelové funkce je ziejmé, ze klicové postaveni zaujima vychozi

matice strukturnich koeficientti A a dilezita je také hodnota vektoru b.

Navzdory tomu, Ze ve zminénych ukazkovych ulohdch ptredchozi kapitoly jsme
dosahli feseni, které pozadavky celoCiselného vysledku splnilo, jednd se spiSe o nahodu a
obecné takové feseni zajiSténé nemame.

1

_ adj
Kdyz se vratime ke vztahu (1.9) X8 = det B < BTxb

vidime, ze celoCiselné feSeni
dostavame v ptipad¢, kdyz se podaii soucinem adjungované matice baze a vektoru pravych
stran zkratit hodnotou determinantu matice baze. Toho jsme dosahli v pfikladu (1.1). Pokud
vSak chceme zajistit, aby vibec neexistovalo nebezpeci, ze naS vypocet skonci
neceloCiselnym vysledkem, je tieba, aby determinant baze byl v kazdém kroku vypoctu +/-1,
ptic¢emz piedpokladame, ze vektor hodnot pravych stran je v celych ¢islech. Abychom toho
dosahli, je tfeba, aby matice A byla totaln¢ unimodularni.

Unimodularita matice znamend, ze vSechny prvky dané matice jsou rovny: +1, -1, 0, ta

nam vsak jesté nezaruéi, ze hodnota determinantu nedopadne jinak nez potfebujeme.

Pi. 2.1 Urcete hodnotu determinantu matice A

a1 1 det A= —1x1_1x1=_2
11

Jak vidime 1 pfesto, Ze matice A je unimodularni, determinant je roven -2. Zvlas$tnim
pfipadem unimodularni matice je tzv. totalni unimodularita matice, ktera je popsana

V nasledujici definici.

Definice totdlnée unimodularni matice (Turzik, 1999, s. 61): (2.1)

Rekneme, Ze matice A = aj je totaln& unimodulédrni, je-li determinant kazdé jeji
¢tvercové podmatice roven ¢islim +1, -1, 0.

Pokud vyjadiime inverzni matici baze, pfi totdlné unimodularni matici A ve tvaru
Bl=py |B| vidime, zZe v Citateli bude vzdy hodnota 0, +1 nebo -1 (vSechny subdeterminanty
jsou unimodularni), zatimco ve jmenovateli bude hodnota determinantu — tzn. +/- 1 (do baze
mohou vstoupit pouze nenulové prvky). Tato ivaha nam ukazuje, ze pokud vytesime tlohu

linearniho programovani, pro kterou plati, ze matice A je totaln¢ unimodularni a vychozi
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vektor hodnot pravych stran je v celych ¢islech, mame zaruceno, — viz (1.10), Ze v piipadé

fesitelnosti soustavy, dostaneme celocCiselné feseni.

Zminéné poznatky jsou obsaZeny v nasledujici véte:
Véta — Vyznam totalni unimodularni matice pro celocCiselné programovani
(Turzik, 1999, s. 61): (2.2)
Je-li A totdlné unimodularni matice typu (m,n) a b € R™ celo¢iselny vektor, pak kazdé
bazické feSeni soustavy AX = b je rovnéz celociselné.

Danou skutecnost budeme ilustrovat na nasledujicim ptikladu.
Pt. 2.2 llustrace véty o vyznamu unimodularni matice pro celociselné programovani

UvaZujme nésledujici pfifazovaci problém. Mame tfi pracovniky pfifadit ke tfrem
projektim, abychom dosahli nejefektivnéjSiho pfifazeni, mame zaddno ocenéni i-té¢ho

pracovnika k j-tému projektu:

8X,1 + 9%, + 7X 5+ 6X,;, +5X,, +12X,5 + 4Xy; + 7 X5, +5X5; = MaX
3

> %=1 j=123
i=1
Zslxji:l 1=123

i=1

X; =0, celé

11100 00 0 O]
000111000
A_|0000001 11 b= 111101
100100100

01 0010010
00100100 1]

Pokud tulohu fesime simplexovou metodou jako ulohu linearniho programovani,

dostaneme v 6-t¢ iteraci nasledujici feSeni: Xopt = (1,0,0,0,0,1,010), z=27

Zminéné feSeni znamenda, ze prvni pracovnik bude pfifazen k prvnimu projektu
s piinosem 8-mi jednotek. Druhy pracovnik bude piifazen ke tietimu projektu s pfinosem 12-

ti jednotek a tfeti pracovnik bude pfifazen k druhému projektu s pfinosem 7-mi jednotek.
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Mezi tfidu celoCiselnych tloh, které maji totalné unimoduldrni matici strukturnich
koeficienti a mohou byt feSeny nastroji linearniho programovani, patii vedle zminéného
ptifazovaciho problému také klasicky dopravni problém a ulohy o hledani maximalniho a
minimalniho toku na siti (Salkin, 1989, s. 74). Posledni zminéné jsou dulezitou soucasti
klasifikace celé skaly tloh s totaln¢ unimodularnimi maticemi.

Navzdory tomu, Ze zminéné ulohy jsou fesitelné jako ulohy linearniho programovani,
je také dilezita jejich formulace jakoZzto uloh celoc¢iselného programovani, protoze pozdéji
mohou obsahovat dal$i omezeni, které odpovidaji redlnym situacim a pivodni znéni tlohy je

naruseno a tak je tieba zvolit jiny postup vypoctu (Pelikan, 2001, s. 131).

2.1 Vlastnosti totalné unimodularni matice

V této podkapitole zminime vétu, ktera popisuje vlastnosti unimodularnich matic,

které shrnuji a roz§ifuji vlastnosti totadlné¢ unimodularnich matic.

Véta: O vlastnostech totdalné unimoduldrni matice (2.3)
Necht” A je matice s hodnotami 0, +1 nebo -1. Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
(Schrijver, 1999, s. 269):

Q) A je totaln€ unimodularni, tzn. kazda ¢tvercova submatice z A ma determinant 0,
+1, -1, {x| x>0, Ax <b}

(i) Pro kazdy celo¢iselny vektor b ma polyedr pouze celo¢iselné vrcholy.

(iii)  Pro vSechny celociselné vektory a,b,c,d, polyedr {x|c<x<d,a<Ax<b}
ma pouze celociselné vrcholy.

(iv)  Kazdy soubor sloupcii z A muze byt rozdélen do dvou ¢asti tak, aby suma sloupci
Z jedné ¢asti minus suma sloupct z druhé ¢asti byl vektor, ktery obsahuje pouze
hodnoty 0, +1 a -1.

(V) Kazda nesingularni submatice z A ma fadku s lichym poctem nenulovych ¢lend.

(vi)  Soucet ¢lenti kazdé ¢tvercové submatice se sudym poctem fadku a sloupci je
délitelny Ctyimi.

(vii)  Zadna &tvercova submatice z A nemé determinant +2 nebo -2.

=24 -



Zlomkovy
simplexovy algoritmus

2.2 Sitové matice

Sitové matice jsou prednim typem totalné unimoduldrnich matic. 'V literatuie
(Schrijver, 1999, s. 272) je uvedeno sedm typu totaln¢ unimodularnich matic, které jsou
zvlastnim piipadem sitovych matic, zndmych z teorie grafii. Totaln€ unimodularni sitové
matice jsou zakladnimi stavebnimi kameny vsech totaln¢ unimodularnich matic, jak bude
naznaceno V nasledujicim odstavci. Testovani, zdali matice M je sitova matice, je mozné
provézt v polynomidlnim Case. Pro hlubsi specifikaci danych matic doporucuji uvedenou

literaturu.

2.3 Dekompozice totdlné unimoduldrnich matic

Abychom naznacili, jak probihd zkouméni, jestli matice M je totdlné¢ unimodularni,
uvedeme zde znéni Seymurovi véty. Seymur (1980) ukazal, ze kazdou totdln¢ unimodulérni

matici je mozno slozit ze sitovych matic a t€chto dvou matic (Schrijver, 1999, s. 280) :

1 -1 0 0 -1] 11111
-1 1 -1 0 0 11100
0 -1 1 -1 0| . (10110 (2.4)
0 0 -1 1 -1 10011
-1 0 0 -1 1] 1100 1

Nejprve zminime operace, které¢ neporusuji totadlni unimodularitu matic:

Q) Permutace tadku a sloupci.

(i)  Uvazovani transponované matice misto vychozi.

(ili)  Rozsifeni fadku nebo sloupce -1.

(iv)  Otoceni, tj. nahrazeni: {5 c }za{_ £ & } ,
b D & D-ébc

kde: e e{£1} , b je sloupcovy vektor, ¢ je fadkovy vektor a D je matice.

(v) Ptidani radku nebo sloupce, ktery obsahuje samé nuly, nebo fadku ¢i sloupce,
ktery obsahuje jeden nenulovy prvek, ktery je 1.
(vi)  Zopakovanim fadku ¢i sloupce.
(2.5)

Navic je mozné provést jesteé nasledujici sestavy:
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i) A®, B = [A 0} (1-sum);

0 B

A ae, {E} = B aﬂ (2-sum);

i) Aa al 1 0 d] _[A ab (3-sum).
L 0 J {d d B}{dc B} (2.6)

kde A a B jsou matice, a a d jsou sloupcové vektory, a b a ¢ jsou fadkové vektory

odpovidajicich rozmért.

Véta: Seymourova dekompozicni véta o totalné unimodularnich maticich
(Schrijver, 1999, s. 279 — 280).

Matice A je totalné unimodularni pravé tehdy a jen tehdy, kdyz A je slozena ze
sitovych matic a matic (2.4) aplikaci pravidel (2.5) a (2.6). Kde operace (2.6) jsou
proveditelné, pouze pokud pro matici A i B mame: pocet fadkl plus pocet sloupci roven

alespon 4.

2.4 Testovani totdlni unimodularity matice

Jednim z dasledkti Seymourovy véty je, Ze je mozné sestavit test na totalni unimodularitu
V polynomidlnim ¢ase. Nyni naznacime, jak tento test vypada, pro detailn&j$i popis opét

odkazuji na literaturu, ze které je postup pievzat (Schrijver, 1999, s. 282-293).

Zkoumani totalni unimodularity matice M znamena postup, ktery se sklada ze Ctyt krokt

dosazitelnych v polynomialnim case:

1. Prozkoumani jestli celd matice obsahuje pouze hodnoty +1,-1,0, vyfazeni vSech
linearné zavislych tadkd a sloupct, a vytazeni vSech fadku ¢i sloupcti, které obsahuji
nanejvys jednu nenulovou hodnotu — vysledna matice M sestava ze vSech linearné
nezavislych tadkl a sloupct, které v kazdém tadku i sloupci maji minimalné dvé

nenulové hodnoty.
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2. Na zakladé Seymourovy véty zkoumame, jestli je mozné matici M nebo M pievézt na
nékterou sitovou matici ¢i jednu z matic (2.2). Pokud ano - jedna se o totalné

unimodularni matici. Jinak = krok 3.

3. Dekompozi¢ni test — zkontrolovat, jestli se dana matice M da rozlozit jako :
A B
M =
C D]
kde hodnost (B) + hodnost (C) < 2 a jak pro matici A tak i pro matici D plati:

pocet sloupct + pocet fadkt > 4.

Pokud ne = nejedna o totalné unimodularni matici.
Jinak = krok 4.

4. Muze nastat Sest ptipadd, ve kterych rozhoduje hodnost matice A a B — na zaklad¢
toho se po dalsi analyze téchto relativné malych matic rozhodne, jestli M je totalné
unimoduldrni matice. Ve vSech pfipadech je provéfovani totalni unimodularity M
redukovano na zkoumadni totdlni unimodularity matic menSich rozméri, které je

mozné provézt v polynomidlnim Case.

V této kapitole jsme upozornili na zvlastni ptipad uloh celociselného programovani, které
maji totadlné unimoduldrni matici. Zkoumani totalni unimodularity matice je mozné provézt
V polynomidlnim ¢ase. Pokud bychom tedy provedly tento test a usp€li, miizeme se vyhnout
nutnosti uziti postupd, pro které neni znam polynomialni algoritmus.

Pii celo¢iselném vektoru b odpovida optimalni feSeni téchto uloh (2.1) feseni uloh (1.1),

K jejich feseni tedy miizeme pouzit nastroje fesici ulohy linearniho programovani.
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3 Zlomkovy simplexovy algoritmus

Zlomkovy simplexovy algoritmus vyuziva znalosti, ze v kazdém kroku vypoctu je
mozné vyjadrit simplexovou tabulku ve tvaru zlomkii se spolecnym jmenovatelem, ktery je
roven 1/det Bs. Postup piedpoklada, Ze vychozi matice baze obsahuje pfidatné proménné,
tudiz je jednotkova. V této kapitole uvadime znéni algoritmu spolu s jednim piikladem, na

kterém postup demonstrujeme.

3.1 Zlomkovy simplexovy algoritmus.

Krok 1. Inicializace

Ovéfeni, ze matice strukturnich koeficientl a vektoru pravych stran jsou zadany

Vv celych Eislech.

S = 1 (index iterace)

detg(s-1) = 1 (vychozi inverzni matice baze je jednotkova matice)
m = pocet omezeni

n = pocet proménnych (v€etné piidatnych)

Krok 2. Test optima

Zmin = 0
k

11
o

Volba vystupujici promeénné

pro j = 1,2,...n:
pokud: Zj< Zmin, PaK Zj=zmn ak =j,j=]+1
jinak: j=j+1
pokudk=0as>1 -> jdinakrok5
pokudk=0as=1 - konec
jinak jdi na krok 3.
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Krok 3. Volba vstupujici proménné

t = 10000000
I = 0
proi = 1,2,..m:
pokud ajx > 0 pak podil(i) = bgy/agk
pokud podil < t, pakt =podil () al=1i,i=i+1
jinaki=i+1

pokud ax <0,i=1+1
pokud | = 0, jdi na krok 5.
jinak jdi na krok 4

Krok 4. Prepocet tabulky

proi =12,,m+l
pokud i #1
proj =12,..n+1

_ () X Bi(s) ~ () X Biks)
Bj(s) =

alk(s—l)
j =j+1
i =i+l
jinak i=i+1

S = s+1

detB(s) Ak

jdi na krok 2

Krok 5. Prevod na zlomky

prov=s:
proi =12,.,m+1

proj =12,...n+1

Bjv)

Ay =—
i detlk(s—l)
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=i+l
i=i+1

pokud i = m+1 - konec

3.2 Ukazkovy priklad reseny Zlomkovym simplexovym algoritmem:

Uvazujme nasledujici tlohu linearniho programovani (Jablonsky, Lagova, 2009, s.135):

Pr.3.1: 6%, + 4X, +6x3 > max

2%, + 3X, + 2X, <180
2X, + X, + X, <100

X + X, + X, <110

X, Xy, %5 =0

Vychozi simplexova tabulka vypada nasledovné:

Tabulka 3.1: Vychozi tabulka Pr..1

Krok 1. Inicializace
Matice A i vektor b jsou zadany v celych ¢islech, vstupni pozadavky jsou tedy splnény

a pfechazime k vypoctu.

S = 1
detg = 1
m = 3
n = 6

Krok 2. Test optima

zmin = 0 k = 0
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Volba vystupujici proménné:
j=1

2,=-6

Zy>zmin 2> zmin=-6,k=1
j=2

=-4

Zp<zmin->j=3

23=-6

Zz=zmin > j=4
zz=0>zmin->j=5
Z5=0>zmin > j=6

Zz6 = 0>zmin, k # 0 = Krok 3.

Jako vstupujici proménna byla zvolena nezékladni proménna x1, protoze spolu
S proménnou X3 piedstavuje nejvetsi ztratu, ale prisla na fadu jako prvni, proto ji

algoritmus vybral.

Krok 3. Volba vystupujici proménné

t = 10000000

I = 0

[ = 1

anr > 0 > podil(1) = 180/2 = 90, podil(1) < t, podil(1) =t, 1 =1,
i=2

ai > 0 > podil(2) = 100/2 = 50, podil(2) < t, podil(2) =t, 1 = 2,
i=3

ais > 0 > podil(3) = 110/1 = 110, podil(2) > t,

| £0 = Krok 4.

Volba vystupujici proménné probiha standardnim zptisobem zndmym z jednofazové
simplexové metody, tzn. podilem pravych stran a pfiSlusnych kladnych hodnot klicového

sloupce. V naSem ptipad¢ je vystupujici proménna xs. Po urceni klicového prvku, kterym je

X12 bude prepocitana cela tabulka.
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Krok 4. Prepocet tabulky
i=1
i£l>j=1a1=(2*2-2%2)/1=0/1=0
>j=2ap=(3%2-1*2)/1=4/1=4
>j=3a53=(2*2-2*2)/1=0/1=0
>j=4,a=(1*2-0%2)/1=2/1=2
> j=5a5=(0%2-1*2)/1=-2/1=-2
> j=6,a,5=(0%2-0%2)/1=0/1=0
> =7, a7 = (180*2 — 100*2)/1 = 160/1 = 160
1=2,i=1->proj=1234,5,6,7:ay=ay,1=3
i#1>j=1a3=(1*2-2*1)/1=0/1=0
>j=2,ap=(1*2-1*1)/1=11=1
>j=3ap=(1*2-1*1)/1=1/1=1
> j=4, a3 =(0*2-0%1)/1=0/1=2
>j=5a5=(02-1*1)/1=-1/1=-1
> j=6,a3=(1*2-0%1)/1=2/1=2
> j =7, a3 =(110*2 - 100*2)/1 =20/1=20
i=4,i#1>j=1 a3 =[(-6)*2-2%(-6)]/1=0/1=0
>j=2an=[(-4)*2-1*(-6)]/1=-2/1=-2
>j=3 a:3=[(-6)*2—-1*(-6)]/1=-6/1=-6
> j=4,a3=[0*2-0%-6)]/1=0/1=0
> j=5,a3=[0*2-1%(-6)]/1=6/1=6
> j=6,a5=[0%2-0*%(-6)]/1=2/1=2
> j=7, a3 = [ 0*2 - 100*(-6)]/1 = 600/1 = 600

s=2
DetB(2) =2
jdi na krok 2

Ptepocet probéhl tak, ze jsme klicovy fadek opsali a zbytek dopocitali podle vzorce.
Cela tabulka je nyni rozsifena o determinant matice baze nasledujiciho kroku resp. hodnotu

klicového prvku. Vracime se zpét na druhy krok a testujeme optimalitu feSeni.
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V tabulce to vypada takto:

Krok 2. Test optima

zmin
k

Volba vystupujici proménné:

i=1

21:0

zz=zmin > j=2

Zp=-2

Tabulka 3.2: Optimalni reseni soustavy

Z<zmin > zmin=-2,1=2,j=3

Z3:-6

zz<zmin 2> zmin=-6,1=3,j=4

24=0>zmin>j=5

Z5=6>zmin>j=6

z6 = 0>zmin, k # 0 = Krok 3.

Optimalita je porusena u proménnych X, a X3, pti¢emz kli¢ovy sloupec je X3,

protoZe zde je hodnota ucelové funkce minimalni.

Krok 3. Volba vystupujici proménné

t
I
i

dil

aiz

10000000
0
1
0 >
0 >

podil(L) = 160/2 = 80, podil(1) < t, podil(1) =t, 1= 1, i =

podil(2) = 100/1 = 100, podil(2) > t, podil(2), i = 3
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a3 > 0 > podil(3) = 120/1 = 120, podil(2) > t, | £ 0 = Krok 4.

Vystupujici proménnou je tentokrat x4, protoze podil pravé strany vici

prislusné hodnoté v simplexové tabulce je vii¢i ostatnim minimalni.

Krok 4. Prepocet tabulky
iI=1i=1->proj=1,2345,6,7: ajj=as, 1 =2
i#1>j=1a,=(2%2-0%1)/2=4/2=2

S>j=2ap=(1*2-4*1)2=-2/2=-1

> j=3,a;3=(1*2-2*1)/2=0/2=0

> j=4,ay=(0%2-2*1)/2=-2/2=-1

>j=5,ap=[1*2 - (-2)*1]/2=4/2=2

> j=6,a5=(0%2-0%1)/2=0/2=0

> j=7, az = (100*2 — 160*1)/2 = 40/2 = 20
i=3
i#1>j=1a,=(0*2-0%1)12=0/2=0

S>j=2ap=(1*2-4*1)2=-2/2=-1

> j=3,a;3=(1*2-2*1)/2=0/2=0

> j=4,ay=(0%2-2*1)/2=-2/2=-1

> j=5a5=[(-1)*2 - (-2*1]/2=0/2=0

> j=6,a%=(2*2-0%1)/2=4/2=2

> j =7, ay = (120*2 - 160*1)/2 =80/2 = 40

s=3
DetB(3) =2
jdi na krok 2

Ve ¢tvrtém kroku je opét piepocitana tabulka s vyjimkou kli¢ového fadku.

Vysledné feseni je v nasledujici tabulce.

Tabulka 3.3: Optimalni reseni soustavy
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Krok 2. Test optima

Zmin = 0
k = 0

Volba vystupujici proménné:

j=1

;=0
zz=zmin > j=2
;=10
Z;>zmin > j=3
23=0

Zz=zmin > j=4
24=6

4> zmin 2> j=5

Z5:O
Zs=zmin > j=6
26=0

Zs = zmin, k =0 - jdi na krok 5

Vidime, Ze v tomto bod¢ jiz Zadna promeénnd neporusuje optimalitu feSeni. Abychom

dostali skute¢né hodnoty proménnych a hodnotu kriterialni funkce, je tfeba celou tabulku

pfevézt na zlomky tj. vydélit hodnotu celé tabulky hodnotou determinantu matice baze — resp.

klicovym prvkem v pfedchozim kroku. Pokud bychom pozadovali, napt. pro kontrolu vypoctu

jednofazového simplexového algoritmu, abychom méli k dispozici v§echny iterace vypoctu,

bylo by tfeba vyd¢lit také prvni iteraci ptisluSnou hodnotou determinantu.

Krok 5. Prevod na zlomky

V=3, ajjp =2,

i=1,
a113=0/2 =0,
aE) =42 =2,
a1z = 2/2 =1,
aw@e) = 2/2 =1,
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ais@) = -2/2 = -1, j=6
aie3) = 0/2 =0, j=7
ai7(3 = 160/2 = 80

i=2, j=1
axn@e =2/2=1, j=2
axne) = -1/2, j=3
azE =02 =0, j=4
an@E) = -1/2, j=5
Az = 2/2 =1, j=6
az3) = 0/2 =0, j=7
a3 = 20/2 =10

i=3, j=1
asyz)=0/2 =0, j=2
as@e) = -1/2, j=3
ass3) =0/2=0, j=4
amE) = -1/2, ]=5
ass) = 0/2 =0, j=6
ase3) = 2/2 =1, j=7

az7(3) = 40/2 = 20

1=4, j=1
a1(3) = 0/2 = 0, ] = 2
da2(3) = 10/2 = 5, ] = 3
a43(3) = 0/2 = 0, ] = 4
ds4(3) = 6/2 = 3, ] = 5
ay5(3) = 0/2 = 0, ] = 6
d46(3) = 0/2 = 0, ] = 7

47(3) = 1080/2 = 540

Tabulka 3.4: Optimalni reseni soustavy ve formé zlomkii
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Optimalniho feSeni jsme dosahli ve druhé iteraci. Nejprve do baze vstoupila
nezakladni proménnd xi;, kterd nahradila pfidatnou proménnou xs a Vv dal$im kroku opét
nezakladni proménna xs, ktera nahradila pfidatnou proménnou x4. Hodnota ucelové funkce je

Zopt = 540 a optimalni vektor proménnych je roven Xqpt = (10, 0, 80, 0, 0, 20).
Popsali jsme zlomkovy simplexovy algoritmus. Oproti béZnému postupu se nemusi

upravovat klicovy radek, ale za to se musi prepocitavat zbytek tabulky, véetné radki, které

maji v klicovém sloupci nuly.
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4 Uzivatelské prostredi aplikace ,,Zlomkovy simplex“

V této casti popiSeme zdkladni funkcionalitu aplikace ,,Zlomkovy simplex*
vytvoienou v prostiedi Microsoft Excel 2007 a pro spravnou funkcionalitu je treba mit tuto
verzi Excelu. Postupné se seznamime se vstupnim uzivatelskym prostfedim a dale podrobné&ji
rozvedeme pozadavky na zadavani uloh. Stézejni bude popis uzivatelského prostiedi
poskytovan¢ aplikace.

Implementovan je pouze algoritmus jednofazové zlomkové simplexové metody, tzn.
pomoci aplikace ,,Zlomkovy simplex* je mozné fesit pouze Glohy linearniho programovani,
které maji vS§echna omezeni typu ,,<=". Cela aplikace je urena jako mozny néstroj pro feseni
piedev§im jednodusSich uloh linearniho programovani, které jsou jinak feSitelné pomoci
algoritmu jednofazové simplexové metody.

Tabulovy kalkulator Excel byl vybran, protoze je hojn€ vyuzivan a navic podporuje
programovaci jazyk Visual Basic for Applications, ktery je vhodny ke tvorb& aplikace
Vv uzivatelsky pfiznivé podobé¢. Pianim autora je, aby aplikace poslouzila zejména pro ucely

katedry ekonometrie VSE, ale je samoziejmé mozné ji vyuZit i pro samostatné mensi vypodty.
4.1 Problémy se spravnym fungovanim

Spravnou funkcionalitu aplikace mize ohrozit nespravné nastaveni maker. Makra mohou
v nékterych piipadech predstavovat nebezpeci, proto na nékterych pocitacich nejsou
povolena. Podle vaseho nastaveni je mozné setkat se v zisadé se dvéma problémy.
Nasledujici postup je platny pro verzi 2007, i kdyz aplikace také bezproblémové fungovala na
betaverzi Exelu 2010.

Pokud mate makra zcela zakdzéana, objevi se pfi stisknuti tlacitka v uzivatelské nabidce
nasledujici hlaska:

! b Makra 'glomkovy simplex.xdsm'nova_uloha nelze spustit, Toto makro neni pravdépodobné v seitu k dispozici nebo jsou zakazéna viechna makra.

Obrazek 4.1: Zakazana makra v MS Excel 2007
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Je tfeba kliknout na tlacitko MS Office, dale zvolte ,,Moznosti aplikace Excel®,
,,Centrum zabezpeceni®, kliknéte na tla¢itko ,,Nastaveni Centra zabezpeceni...” a zde vyberte
moznost ,,Povolit v§echna makra“. Pro spravny chod aplikace je jesté tfeba Excel restartovat.

Druhy problém nastava v piipad¢, Ze mate makra zakazana s ozndmenim. Po spusténi

aplikace se to projevi tak, Ze se zobrazi varovna hlaSka pod horni liStou v néasledujici podobé:

@ Upozornéni zabezpedeni  Bylo zakazano spouiténi urditého aktivniho obsahu, fMoZnaosti..,

Obrazek 4.2: Zakazana makra s oznamenim v MS Excel 2007

Kliknéte na ,,Moznosti...* a dale ,,Povolit tento obsah*.

Kllknéte na ,,OK”. T — b
Llomkowy simples u

Dobry den
Vitejte v aplikaci!

Obrazek 4.3: Potvrzeni spravného nastaveni maker a spusteni aplikace

4.2 Vstupni prostredi

Zlomkova simplexova metoda

© 2010

Obrazek 4.4: Vstupni uzZivatelské prostredi aplikace "Zlomkovy simplex"
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4.2.1 Novauloha

Volbu ,,nova tloha® zvolte v ptipadé€, ze chcete pfiejit rovnou k zadavani nového
prikladu. Pokud na né&j kliknete, objevi se nabidka, ve které je tfeba zadat pocet omezeni a
proménnych. Pocet proménnych je tfeba zadat véetné pridatnych proménnych. K vybéru

pouzijte posuvniky a potvrd'te tlac¢itkem ,,OK*.

Zadejte poet omezeni:

Zadejte pocet proménnych:

Obrazek 4.5: Dialogové okno pro zadani nove ulohy

Dostavame se na vstupni kartu, ve které mame vygenerovanou tabulku podle zadani.

Dalsi postup je popsan v podkapitole vypocet.

Tabulka 4.1: Prdzdna vygenerovana tabulka podle poctu omezeni a
promeénnych

Zadani po¢tu omezeni je nastaveno na maximalni hodnotu 150. V piipadé¢, ze byste

potiebovali zadat Glohu vétSich rozmérii, je mozné zadat na karté hodnoty do bunck, které
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jsou nadepsany ,,pocet proménnych a pocet omezeni® pfedtim nez vybere moznost ,nova

uloha.*

4.2.2 Menu

Tlacitko ,,menu* vyvola nasledujici nabidku:

Nova Ulocha

Zobraz Eadani

Zobraz Visledky

Ukazkowé PFiklady

Napovida

Obrazek 4.6: Zobrazeni zdakladni nabidky aplikace "Zlomkovy simplex"

Tla¢itko ,Nova Uloha” ma stejny efekt jako stejnojmenné tladitko z uZivatelské
nabidky. Pokud zvolime moznost ,,Zobraz Zadani*, dostaneme se na kartu se zadanim, timto
postupem se napt. dostaneme k minulé ulozené iloze. Stisknutim tlacitka ,,Zobraz Vysledky*
se dostaneme na kartu, ve které je provedeny vypocet, pokud jsme jiz diive spustili vypocet.
,Ukazkové Priklady* nabizi n€kolik ptikladd, na kterych je mozné vyzkouset chod aplikace.
Pokud se rozhodneme vyuzit tyto ptriklady, je nejprve nutné zadat novou tlohu a potom
zkopirovat znéni z ukdzkovych ptikladii do zadani. Pokud zvolime mozZnost ,,Napoveéda®,

zobrazi se ndm nasledujici okno:

—
Microzoft Excel

MOVA OLOHA

W prvnim kroku je tieba vytvofit novou dlohu a zadat jeji rozmér.
Kliknéte na meznest 'Newva Uleha',

Didle zadejte do vybveiene tabulky Siselné hodnoty.

Myni je ticba potvrdit data. Kliknéte na tlagitke 'Potvrd data'.
Jakmile jsou data petvrzena, je mezné spustit wpodet.

Kliknéte na tlagitke 'Poditej’.

ZOBRAZ ZADANI
Zobrazi kartu, na které je moiIneg vidét i zménit zadani dlohy.

ZOBRAZ VYSLEDKY
Zobrazi wwsledky pfedchozihe vwpodtu.

UKAZKOVE PRIKLADY
Zobrazi kartu, ze které je moznée zkopirovat zadani ukdzkowych prikladd.

Obrazek 4.7: Zobrazeni napovédy v nabidce menu
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4.2.3 Exit

Posledni tlacitko ,,exit* slouzi k ukonceni aplikace.

Obrazek 4.8: Tlacitko "exit" - ukonceni aplikace "Zlomkovy simplex"

4.3 Vypocet

V tvodni nabidce klikneme na tla¢itko ,nova tloha’, nebo v Menu zvolime prvni
moznost. Zadame rozmér Ulohy a potvrdime tlac¢itkem OK. Dostavame se na kartu vypoctu.

Nahoie vidime nékolik tladitek:

Nova uloha Potvrd data Politej Vypocet Vysledky Hlavni nabidka

Obrazek 4.9: Uzivatelska nabidka na karté vstupnich dat

Pokud jsme zadali Spatny rozmér ulohy, mizeme zvolit moznost Nova uloha a
vygenerovat novou tabulku. Jinak vyplnime data do tabulky a zvolime moznost ,,Potvrd’
data“. V piipadé, ze zapomeneme potvrdit data lohy a pokusime se rovnou spustit vypocet,

aplikace nas upozorni nésledujicim oknem:

Pro spusténi vypodftu je nejprve nutné poterdit data.

Obrazek 4.10: Kontrola potvrzeni vstupnich dat
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Kdyz klikneme na tlacitko ,,Potvrd’ data®, ukaze se nasledujici okno:

Prejete si provézt kontrolu
vstupnich dat a meoZnost jejich
zkriceni?

(netyka se radku ucelové funkce)

Mapovéda

Obrazek 4.11: Zvoleni kontroly vstupnich dat

Pokud zobrazime napovédu, vidime, pro¢ se kontrola provadi:

Aby zlomkovy simplexovy algoritmus pocital béhem celého vypoctu v celych
cislech, je tieba,aby vstupni data byla zadana v celych cislech.

Taktéz je vyhodné zkratit jednotlivé fadky simplexové tabulky,abychom pracovali
co mozna s nejnizéimi celymi cisly.

Pokud zvolite moznost ANG, program udéla tuto 'praci' za vas.

Pokud zvolite moznost NE, predpoklada se, Ze jste zadali vstupni data ve
vyhovujici podobé,

Postup se netyka radku Gcelové funkce, zde se predpoklads, Ze zadavatel zvoli
udaje v celych cislech.

Obrazek 4.12: Napovéda ke vstupnim datiom

Pokud chceme pracovat s nami zadanymi daty, ptesko¢ime kontrolu moznosti ,,NE*.

Wami zadana data, byla nactena.

Obrazek 4.13: Potvrzeni nacteni dat bez kontroly
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V aplikaci je implementovan automaticky pevod na cel4 &isla. Reknéme,

ze uvazujeme ulohu, ktera ma nésledujici vychozi simplexovou tabulku:

Tabulka 4.2: Zadani dat v desetinnych cislech

Prvni a druhy fadek porusuji piedpoklady celo¢iselnych prvkd v matici A. Pii
potvrzeni dat (viz obr. 4.10) vybereme moznost ,,ANO*. Program postupné¢ vyhodnoti kazdy
fadek zvlast. V prvnim fadku najde ¢islo s nejdel§sim desetinnym rozvojem a na zékladé toho
vynasobi cely fadek (s vyjimkou pfidatnych proménnych) hodnotou 10", kde n odpovida délce
desetinného rozvoje. Poté se pomoci implicitni funkce tabulkového kalkulatoru GCD (funkce
vraci nejvyssi spolecny délitel) pokusi nalézt nejvyssi spolecny délitel rozsifeného tfadku a
timto tento fadek vydé&li. Pro¢ se pokousime fadky zkratit? Zlomkovy simplexovy algoritmus
pracuje s akumulovanou hodnotou klicovych prvki a tato hodnota velmi rychle roste. Pokud
se nam podafi zkratit jiz uvodni tabulku, pfi celém vypoc¢tu budeme pracovat s niz§imi Cisly.

Zminény postup se provede také pro druhy fadek.

Kdyz je kontrola vstupnich dat hotova, dostaneme nasledujici potvrzeni:

Macteni dat probéhlo dspéiné,

Obrazek 4.14: Potvrzeni kontroly a nacteni vstupnich dat
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Upravena tabulka bude vypadat nasledovné:

Tabulka 4.3: Uloha z tab. 4.2 po pievedeni na celd ¢isla a zkrdceni

Kdyz mame potvrzend data, nic nebrani tomu spustit vypocet. Na vstupni karté

klikneme na tlacitko ,,Pocitej* (viz obr. 4.11). Ukonceni vypoctu je potvrzeno nasledujicim

oknem:

Myni budou zobrazeny wysledky.

Obrazek 4.15: Potvrzeni provedeni vypoctu

Wsledky Zadani Zobraz vypodet Hlavni nabidka

X3 x4 b

28/153 - 1/153 5 10/51
- 5/51 2/51 8 1417
1 13/51 5/51 82 1/17

Obrazek 4.16: Zobrazeni karty s vysledky ve zlomcich
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Po spusténi vypoctu dostaneme potvrzeni a zobrazi se vysledky ve zlomcich. Nejprve
do baze vstoupila nezakladni proménna x,, ktera nahradila pridatnou proménnou x3 a v dalsim
kroku nezéakladni proménna x;, ktera nahradila pfidatnou proménnou x4. Optimalniho feSeni
jsme tedy dosahli ve druhé iteraci s hodnotou ucelové funkce 8 a 7/34.

Vektor x = (8 a 14/17, 5 a 10/51, 0, 0).

Zajimavy pro nas muze byt také priabéh vypocétu. K tomu, abychom jej zobrazili,

zvolime moznost ,,Zobraz vypocet®.

Obrazek 4.17 Zobrazeni karty s prithehem vypoctu

Pokud chceme nami ziskany vypocet ulozit, je vhodné si tabulky zkopirovat do jiného
souboru, protoze pii dal§im vypoctu jsou diivejsi data prepsana.

Posledni moznost, kterou jsme nezminili, je zobrazeni ukazkovych piikladt. Na tuto
kartu se dostaneme z nabidky ,,Menu* kliknutim na moznost ,,Ukézkové piiklady*“. Nejprve
vSak na karté ,,Vstup* zadejte ptislusny rozmér ulohy. Na karté ukazkovych piikladt jsou k
dispozici zadani uloh, na kterych byla aplikace testovana, Viz nasledujici kapitola.
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5 Testovani aplikace ,, Zlomkovy simplex“

Aplikace ,,Zlomkovy simplex* byla testovana na mnoha ucebnicovych piikladech.
Kromé toho jsem se vSak rozhodl vygenerovat né€kolik desitek tloh linedrniho programovani,
které splnuji pozadavky uziti algoritmu a vybrana feSeni porovnat s fesenim, které poskytne
profesionalni systém na podporu modelovani spolecnosti Lindo Systems - Lingo 11. Pocitac,
ktery byl k testovani pouzit je vybaven dvoujadrovym procesorem Athlon 64 QL65, 3 gb
opera¢ni paméti a pracuje na 32. bitovém operacnim systému Windows Vista Home
Premium.

Ulohy vznikly za pomoci generatoru nahodnych ¢&isel v Excelu funkce
(RANDBETWEEN), ktera vraci ndhodnou hodnotu ¢isla ze zadaného intervalu hodnot. Znéni
testovanych tloh spolu s n¢kolika ukazkovymi piiklady, je mozné nalézt piimo v aplikaci na
karté ,,ptiklady*.

V nasledujici tabulce je uvedena specifikace loh, na kterych se algoritmus testoval a

potiebné doba vypoctu.

Pocet Pocet Pocet Primérnd Rozmezipro Rozmezipro Rozmezipro Oznaceni  Ovéfeni
nezdkladnich omezeni Fesenych doba hodnoty hodnoty hodnoty uloh optimality
proménnych vypoctu matice A vektoru b v fddce z

4,8 sekund
8,6 sekund
10,4 sekund

18 sekund
93,2 sekund
2682 sekund

Tabulka 5.1 Specifikace testovanych uloh

Algoritmus byl testovan celkem na 31. tlohach, které byly vSechny usp&$né vytesSeny.
Ukazalo se, Ze zvolena implementace neni pfili§ vhodna pro ulohy vétsiho rozsahu a vuci
profesionalnimu fesiteli, ktery je obsazen v Lingu, nemiize, co se ty¢e rychlosti vypoctu,
konkurovat. Nejvétsi feSend tiloha obsahovala 150 zakladnich proménnych a 50 omezeni a jeji
feSeni trvalo pfiblizné 45 minut. Vzhledem k této skute¢nosti, se zda byt prostiedi, které
tabulkovy kalkulator nabizi dostate¢né, protoze jak bylo zminéno ve prvni kapitole
simplexovy algoritmus ma tendenci vykazovat polynomialni fesitelnost a tak automaticky

vytvarené tabulky nepfesahnou moznosti tabulkového kalkulatoru. Ukazalo se, Ze aplikace je
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vhodna pouze pro tlohy mensiho rozsahu. V programu je implementovan néstroj pro feseni
uloh, které maji vSechna omezeni typu <= postup by tedy bylo mozné rozsifit i o dalsi
postupy, které vychazeji ze simplexové metody.

Béhem testovani se ukézalo, Ze je tieba zménit typ proménnych z ,,integer* na ,,long*
a také pozménit parametr t, ktery slouzi jako strop pro podil pravych stran. Za hlavni tispéch
povazuji, Ze vSechny feSené tllohy se podatilo uspésné vyftesit a optimalni hodnoty odpovidaly

hodnotam, které poskytl fesitel z Linga.
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Zaver

Na zaklad¢ teorie linearniho programovani a maticového poctu se podafilo odvodit a
algoritmizovat postup simplexové metody, ktery po celou dobu vypoctu pracuje ve zlomkové
aritmetice. Navrzeny postup je schopen fesit vSechny tlohy linedrniho programovani, které
jsou zadany v celych Cdcislech. Hlavni prednosti je, ze eliminujeme riziko vzniku
zaokrouhlovacich chyb.

Pokud navic splnime pozadavek totalni unimodularity matice strukturnich koeficientd,
muzeme takto pocitat i lohy celo¢iselného programovani. V praci bylo naznaceno, ze tento
poZadavek se da ovétit v polynomidlnim Case.

Slabinou navrZeného postupu je, Ze v ptipadé velkého poctu iteraci roste rychle hodnota
jmenovatele, kterym je cela tabulka ndsobena. Jednim z moznych feSeni je pokusit se zkratit
jednotlivé fadky simplexové tabulky.

Podafilo se naprogramovat aplikaci, kterd vyuziva obecn¢ zndmého prostiedi tabulkového
kalkulatoru MS Excel 2007 a nabizi moznost feSeni zminénych uloh linearniho programovani,
véetné automatické tvorby tabulek a moznosti sledovani pribéhu vypoctu. Aplikace je
navrZzena predev§im k demonstrativnim Ucelim, proto je cely vypocet pomérné pracnym
zpusobem vyjadien v grafickém prosttedi. Autor si nekladl za cil, aby konkuroval
profesionalnim feSitelskym systémum, proto aplikace ,,Zlomkovy simplex* byla navrZzena tak,
aby bezproblémové vyfeSila mensi Ulohy linedrniho programovani (piiblizné okolo 20-ti
nezakladnich proménnych a 20-ti omezeni) a slouzila pfedevsim pro studijni ucely.

Uvédomeéni si souvislosti maticového poctu, konkrétné véty o inverzni matici (1.2),
a teorie linearniho programovani prohlubuje porozumeéni zplsobu prace simplexové metody.
Touhou autora je, aby k témto ucelim prace poslouzila.
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6 Prilohy

6.1 Zlomkovy simplexovy algoritmus naprogramovany ve VBA
Sub simplex pocitej ()

Dim m, n, zac, det, zmin, k, 1, zj, aik, alk, aij, alj, As Long

det = 1 'vyjadruje hodnotu determinantu v prvnim kroku
zac = 4 'pomocna promena, ktera slouzi pro spravne nacteni vstupnich
dat

m = Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells (3, 3) 'promenna
vyjadrujici pocet omezeni

n = Sheets ("Vypocet") .Range("al:m6") .Cells (3, 7) 'promenna
vyjadrujici pocet promennych

iterace =1
Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells (2, 7) = iterace
Do

'test optima

Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells (zac, 1) = "det="
Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells (zac, 2) = det
k=20

zmin = 0

For 3 = 1 To n

zj = Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + m + 1, 7J)
'algoritmus v prvni fazi prochazi hodnotu ucelove funkce a zkouma,
jestli neni v optimu

If zj < zmin Then zmin = zj: k = j ' hledame klicovy sloupec
pro pokracovani vypoctu

Next j

If zmin = 0 Then Exit Do 'pokud je minimalni hodnota ucelove funkce
nula, algoritmus konci
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' volba klic&¢. radku

1 =0
t = 1000000 'vstupni hodnota podilu pravych stran - slouzi jako
strop

For i = 1 To m

bi = Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + i, n + 1)
aik = Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + i, k)

If aik > 0 Then 'jednofazova simplexova metoda pocita pouze
s kladnymi pravymi stranami

podil = bi / aik ‘'vypocet klicoveho prvku na zaklade pomeru
pravych stran

If podil < t Then t = podil: 1 = i 'vystupem je minimalni
hodnota pomeru prave strany - tj. nasli jsme klicovy prvek

End If
Next 1

If 1 = 0 Then Exit Do 'pokud zadny prvek nevyhovuje reseni - vypocet
konci

Debug.Print "k=" & k & "1=" & 1

Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + m + 5, n + 2) =k
Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + m + 5, n + 3) =1
'eliminace
alk = Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + 1, k)
For i = 1 Tom + 1 'prepocet se tyka vsech radku simplexove tabulky
vcetne radku ucelove fce
aik = Sheets ("Vypocet") .Range("al:m6") .Cells(zac + i, k)
If i <> 1 Then 'And aik <> 0 Then 'podminka pro prepocet
For j = 1 To n + 1 'prepocet je treba opakovat pro vsechny

sloupce vcetne pravych stran

aij Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + 1i, J)

alj = Sheets ("Vypocet") .Range("al:m6") .Cells(zac + 1, 3J)
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aij = (aij * alk - alj * aik) / det ' vzorec pro
prepocet
Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + m + 5 + i,
j) = aij
Next j
End If
Next i

For 3 =1 Ton + 1

Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + m + 5 + 1, J) =
Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells(zac + 1, 7J)

Next j
det = alk

zac = zac + m + 5

iterace = iterace + 1

Sheets ("Vypocet") .Range ("al:m6") .Cells (2, 7) = iterace
Loop

Debug.Print "konec"

End Sub

6.2 Priloha cd s aplikaci ,, Zlomkovy simplex” pro MS Excel 2007
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