Vysoka Skola ekonomicka v Praze

Fakulta informatiky a statistiky

Studijni program: Kvantitativni metody v ekonomice

Studijni obor: Statisticko-pojistné inZenyrstvi

Autor: Be. Ondriej Lepsa
Vedouci diplomové prace: Mgr. Milan Basta, Ph.D

VYUZITi BOOTSTRAPU A KRIZOVE VALIDACE V ODHADU PREDIKCNI
CHYBY REGRESNICH MODELU

Akademicky rok 2014/2015



Prohlaseni
Prohlasuji, Ze jsem diplomovou praci zpracoval samostatné a ze jsem uvedl vSechny pouzité
prameny a literaturu, ze kterych jsem Cerpal.

V Prazedne 7. ledna 2015 e,
Ondrej Lepsa



Podékovani

Réd bych timto podékoval Mgr. Milanu Bastovi, Ph.D. za vedeni mé diplomové prace a za
podnétné navrhy, které tuto préaci obohatily. Déle bych chtél podékovat Mgr. Jakubu Vecetovi
za konzultace ohledn¢ programovaci ¢asti.



Abstrakt

Néazev prace: Vyuziti bootstrapu a kiizové validace v odhadu predikéni chyby regresnich
modeld

Autor: Bce. Ondiej Lepsa

Katedra: Katedra statistiky a pravdépodobnosti

Vedouci prace: Mgr. Milan Basta, Ph.D.

Nalezeni modelu s dobrymi pfedpovédnimi vlastnostmi je jeden z hlavnich cilti regresni
analyzy. I pfesto se v bézné praxi k vyhodnoceni predikénich schopnosti vyuziva kritérii,
kterd se ktomuto ucelu bud’ nehodi, nebo nejsou dostateéné spolehliva. Alternativu
predstavuji relativné nové metody, které vyuzivaji opétovnych simulaci k odhadnuti vhodné
ztratové funkce — predikéni chyby. Do této kategorie patii kiizova validace a bootstrap. Tato
préace popisuje, jak lze s vyuzitim téchto metod vybrat takovy regresni model, ktery co nejlépe

predpovida hodnoty vysvétlované proménné.

Klic¢ova slova: bootstrap, kiizova validace, vybér modelu, vicendsobna regrese, R

Abstract

Title: Utilizing Bootstrap and Cross-validation for prediction error estimation in regression
models

Author: Bc. Ondiej Lepsa

Department: Department of Statistics and Probability

Supervisor: Mgr. Milan Basta, Ph.D.

Finding a well-predicting model is one of the main goals of regression analysis. However, to
evaluate a model’s prediction abilities, it is a normal practice to use criteria which either do
not serve this purpose, or criteria of insufficient reliability. As an alternative, there are
relatively new methods which use repeated simulations for estimating an appropriate loss
function — prediction error. Cross-validation and bootstrap belong to this category. This thesis
describes how to utilize these methods in order to select a regression model that best predicts

new values of the response variable.
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1 Uvod

Jednim z hlavnich cilt regresni analyzy je sestrojit takovy regresni model, ktery by na
zaklad¢ datového souboru, ktery je Vv soucasné chvili k dispozici, umél predpovédét nové
hodnoty vysvétlované proménné. K posouzeni predikénich schopnosti regresniho modelu byla
vytvofena kritéria, pomoci kterych se regresni modely vyhodnocuji. Mezi v soucasné dobé
Sasto pouzivana kritéria se fadi koeficient determinace (R?), korigovany koeficient
determinace (Rgd]—), Akaikeho informacni kritérium (AIC) nebo Bayesovo informacéni
kritérium (BIC). V ptipadé vétsiho poctu potencialnich modelti obsahujicich rizny pocet
proménnych lze pak jednoduse vybrat model s takovou hodnotou podle ptedem zvoleného
kritéria, kterd reflektuje nejlepsi predikéni vlastnosti. Bohuzel se ukazuje, Ze tato kritéria
nejsou vzdy schopna nalézt takovy model. Castym diivodem je, Ze byla ptivodné navrzena pro

jiny ucel (napft. popisné vlastnosti regresniho modelu), anebo postradaji dostate¢nou presnost.

S rozvojem informacnich technologii zaznamenaly rozvoj pfistupy, které k odhadu
predikénich schopnosti regresniho modelu vyuzivaji opakovanych simulaci. Mezi tyto metody

se fadi ktizova validace a bootstrap.

Cilem této prace je ukazat, ze v soucasnosti pouzivand kritéria (R?, Rgdj, AIC, BIC),
kterd jsou béZné¢ implementovdna ve statistickém software, nejsou vhodna pro nalezeni
regresniho modelu z pohledu predikce, a naopak, ze aplikaci kiizové validace nebo bootstrapu
na pfedem zvolenou ztratovou funkci lze docilit presnéjsich vysledki. Tuto ztratovou funkci
nazyvame odhadem predik¢éni chyby regresniho modelu. Dalsim cilem této prace je ukéazat,

jak lze jednoduSe naprogramovat jednotlivé metody bootstrapu a kiiZové validace.

Prace je rozdélena na dvé ¢asti. V prvni €asti jsou popsana klasicka kritéria pro vybér
modelu a divody, pro¢ jsou tato kritéria v nékterych situacich nedostacujici. Nasleduje
pfedstaveni simulac¢nich pfistupd, jejich konkrétnich metod a ukézka implementace na

jednoduché datové struktuie v programovém vybaveni R.

V druhé ¢asti je vénovana aplikaci metod bootstrapu a kiizové validace na odhad

predikéni chyby pro vygenerovana data a nalezeni nejvhodnéjsi metody k odhadu predikéni

2

chyby. Vysledky téchto metod jsou konfrontovany s vysledky ziskanymi pomoci R?, R3dj»

AIC a BIC.



2 Klasické pfistupy

2.1 Vymezeni pojmua a znacéeni

Pro snazsi porozuméni obsahu je vhodné nadefinovat hned v Uvodu pojmy, se kterymi

se v tomto textu pracuje.

Plny model je model, ktery vyuzivd k odhadu regresni funkce vSechny vysvétlujici
proménné v datovém souboru. Submodel je model, ktery vyuziva k odhadu regresni funkce

mensi pocet proménnych ze stejného datového souboru nez plny model.

Tréninkova podmnozina jsou pozorovani, ktera jsou urc¢ena k odhadu regresni funkce.
Valida¢ni podmnozina jsou pozorovani, na kterych je ovéfovana predikéni schopnost podle

konkrétni metody.

Regresnim modelem je v této praci chapan linearni regresni model aditivniho typu.
Tento model je urcen teoretickou regresni funkci znacenou 7. Tou je mysSlena stiedni hodnota
vysvétlované proménné podminénd kombinaci hodnot vysvétlujicich proménnych (Hebak a
kol. 2005). Proménné jsou v této praci znaceny velkymi pismeny, hodnoty, kterych proménné
nabyvaji, malymi pismeny. Vysvétlovand proménna (v této praci je uvazovana vzdy pouze
jedna) je znacena Y. Vysvétlujicich proménnych mtze byt libovolny pocet. Jsou znaceny Xy,
kde dolni index identifikuje konkrétni proménnou. Hodnoty indexu k nabyvaji od jedné do K.
Index i znaci pofadi pozorovani dané proménné a nabyva hodnot od jedné do n, kde n je

rozsah datového souboru. Regresni funkci zapisuji jako

n=E|xy, %3 ..., Xg). (1)

Kromé¢ regresni funkce jsou hodnoty vysvétlované proménné zavislé 1 na nahodné
sloZce, ktera je znaCena €. Nahodnou, respektive ruSivou slozkou, je mySlena ndhodna
veli¢ina pochéazejici z normalniho rozdéleni se stiedni hodnotou nula a rozptylem rovnym
jedné. Jelikoz je model aditivniho typu, jeji hodnoty jsou pfi¢itany k hodnotdm regresni

funkce. Regresni model je pak definovan

y=n+e (2)

Mala pismena bez indexii znaci vektory konkrétnich proménnych.



Teoretickou regresni funkci se snazime odhadnout néjakou konkrétni funkci linearni
Vv parametrech, naptiklad pfimkou. Odhady regresnich koeficienti jsou v této praci ziskavany
vzdy metodou nejmensSich Ctverc. Konstanta v modelu neni uvazovdna. Odhady
vysvétlované proménné, téz nazyvané vyrovnané hodnoty, jsou znaceny se stfiSkou. Vektor
vyrovnanych hodnot je znaden P, jeho slozky ;. Rozdil mezi skutecnou hodnotou
vysvétlované proménné a vyrovnanou hodnotou odhadnuté regresni funkce je reziduum.

Vektor rezidui je znacen e, jeho slozky e;.

e=y-9. ©)

Celkovym souctem Ctvercii je mysSlen soudet Cctvercovych odchylek hodnot
vysvétlované proménné od jeji primérné hodnoty. Znaci se TSS (z angl. Total Sum of

Squares) nebo Q(y) (Hebak a kol. 2005, str. 87 a James a kol. 2013, str. 214).

TSS =Q(y) = E(yi - ¥)? (4)

Regresnim souctem cCtvercli je myslen soucet ¢tvercovych odchylek vyrovnanych
hodnot od primérné hodnoty vysvétlované proménné. Znaci se ESS (z angl. Explained Sum
of Squares) nebo Q(¥) (Hebak a kol. 2005, str. 87 a James a kol. 2013, str. 214).

ESS = Q() = ) 5. — 3V 5)

Rezidualnim souétem ctvercl je myslen soucet ¢tvercovych odchylek vyrovnanych
hodnot od napozorovanych hodnot vysvétlované proménné. Znaci se RSS (z angl. Residual

Sum of Squares) nebo Q(e) (Hebék a kol. 2005, str. 87 a James a kol 2013, str. 214).

n
RSS = Q(e) = ) (e ©)
i=1
Pomoci y?*? znagim hodnoty vysvétlované proménné z fiktivnino datového souboru,

ktery v soucasné chvili neni k dispozici. Na zakladé datového souboru, ktery je v tento
moment k dispozici, se snazim sestrojit takovy regresni model, aby dokéazal tyto nové hodnoty

co nejlépe predpoveédet.



Napf#i¢ touto praci se vyskytuji pojmy, které pochazi z anglicky psané literatury.
V nékterych piipadech maji svlij Cesky ekvivalent a univerzalni znaceni (napt. rezidudlni
soucet Ctvercu lze znacit RSS nebo Q(e)). V nékterych piipadech ale ¢esky ekvivalent chybi.
Z toho duvodu se pti znaceni vzorcti budu jednotné drzet znaéeni, které vychazi z anglického

nazvoslovi. Veskeré pojmy budou vysvétleny a anglické nazvy pielozeny.

2.2 Uvod do problematiky

V regresni analyze je Castou ulohou nalezeni takového regresniho modelu, na jehoz
zaklad¢é by bylo mozné ucinit kvalitni predpovéd’ pro nova pozorovani. To si lze predstavit
tak, ze v datovém souboru hledime kombinaci vysvétlujicich proménnych, kterd by co
nejlépe vystihla chovani vysvétlované proménné jak v tento moment, tak i pro ptipady, které
teprve nastanou. Pocet proménnych této kombinace je zpravidla mensi nez celkovy pocet

vysvétlujicich proménnych.

Pro volbu spravné kombinace proménnych lze vyuzit pfedem zvolenych kritérii, které
porovnavaji jednotlivé submodely. Model, ktery dosahne optimalni (nejnizsi nebo nejvyssi
hodnoty v zavislosti na typu kritéria) hodnoty daného kritéria je nasledné vyhodnocen jako
nejlepsi z posuzovanych modelt. Poméfovat vSechny mozné kombinace vysvétlujicich
proménnych muize byt ale vypocetné velmi narocné, zvlast’ pii vétsim poctu vysvétlujicich
proménnych v datovém souboru. Z toho diivodu byly vyvinuty metody selekce modelu (resp.
submodelu), které na zékladé predem uréitého postupu vysvétlujici proménné do modelu bud’

pridavaji, nebo je naopak z néj ubiraji.

Otazku ptredstavuje volba spravného kritéria, podle kterého je nejlepSi submodel.
Kromé v praxi Casto vyuzivanych kritérii jako je naptiklad Akaikeho informacni kritérium
nebo koeficient determinace existuji metody, které jako kritérium pouzivaji odhad urcité
ztratové funkce. K tomu ucelu vyuzivaji velkého poc¢tu simulaci. V nésledujicich kapitolach

budou rozebrana jak stavajici, pouzivana kritéria, tak jejich protéjSky vyuZzivajici simulace.

2.3 Metody selekce regresniho submodelu

Za ptedpokladu, Ze je kdispozici jedna vysvétlovand promeénnd a vétsi pocet
vysvétlujicich proménnych, miize byt zajimavou otazkou, zda nékteré vysvétlujici proménné
nemaji vétsi vliv na vysvétlovanou proménnou nez jiné. Proces vybéru vhodnych proménnych

se nazyva selekce regresniho submodelu (z angl. model selection).



Jednou moznosti, jak k selekci regresniho submodelu ptistoupit, je vyhodnotit veskeré
kombinace proménnych a vzajemné je porovnat s pomoci nékterého z Kritérii (koeficient
determinace - R?, korigovany koeficient determinace - Rgdj, Akaikeho informac¢ni kritérium -

AIC, Bayesovské informacni kritérium - BIC). Tento zplisob neni piili§ efektivni, protoze
takovych kombinaci je 2 (James a kol. 2013, str. 78). Zatimco pokud jsou v datovém souboru
dveé vysvétlujici proménné, 1ze mezi sebou porovnavat ¢tyii modely, pokud jich je v souboru

deset, modelu k porovnani je 1024.

Za uc¢elem snizeni vypocetni naro¢nosti byly navrzeny pristupy, které jsou v tomto
ohledu usporngjsi. Jedna se naptiklad o takzvany Shrinkage pfistup. Do tohoto piistupu
spadaji metody hiebenové regrese nebo metoda lasso (James a kol. 2013, str. 216 - 231).
Popularni jsou metody pfistupu Stepwise selekce, a to piedevsim Forward, Backward a jejich

vzajemnd kombinace. Jejich princip struéné ptiblizim.

Metoda Forward (popiedu - ptelozeno z angl.) zacina s regresnim modelem, ktery
neobsahuje zadnou vysvétlujici proménnou. Pro vSechny proménné zvIlast je nasledné
sledovana zména piislusného kritéria pii jejich zafazeni do regresniho modelu (AIC, BIC,

R?, Rgd]-). Toto kritérium muze byt nahrazeno F-testy a do modelu jsou néasledné zatazovany

pouze statisticky vyznamné proménné na pfedem zvolené hladin€é vyznamnosti. Pokud ptidani
konkrétni vysvétlujici proménné zlepsi hodnotu tohoto kritéria, je v modelu ponechéana
(James a kol. 2013, str. 209). Proces pfidavani proménnych konc¢i ve chvili, kdy bylo
dosazeno nejlepsi hodnoty kritéria. Detailngjsi rozbor téchto kritérii a jejich interpretace je

v nasledujici kapitole.

Metoda Backward (pozadu - pieloZeno z angl.) zacina s regresnim modelem, ktery
naopak obsahuje vSechny vysvétlujici proménné. V kazdém kroku je nésledné vytrazena
proménna, jejiz vytazeni nejvice zlepsi hodnotu sledovaného kritéria nebo ktera je dle F-testu
nejméné statisticky vyznamna (Hebak a kol. 2005, str. 112). Takto se pokracuje, dokud lze
vyfazenim nékteré z proménnych kritérium zlepSit nebo dokud model obsahuje statisticky

nevyznamné promeénne.

Dal$i moznosti je kombinace obou pfistupli. Tato metoda, nékdy nazyvana hybridni
(James a kol. 2013, str. 212), je charakterizovana tim, Ze po pfiddni nové proménné do
modelu jinou proménnou muiize ubrat, pokud pfispévek této proménné v nové vzniklém

regresnim modelu uz dané kritérium nezlepsuje. 1 zde miize byt kritérium nahrazeno F-testy.



Kritériim, pomoci kterych je kazdy ze sekvence regresnich modeld vyhodnocovén, je
vénovana nasledujici kapitola. Ty predstavuji pouze jeden z pfistupd, jak zhodnotit regresni

model.

2.4 Klasicka kritéria

Jednim z nejbéznéji pouzivanych kritérii, které pro regresni model aditivniho typu lze
vyuzit, je koeficient determinace R® Tento ukazatel lze velmi jednoduse zkonstruovat.

V citateli se nachazi regresni soucet Ctvercil, ve jmenovateli celkovy soucet Ctvercti.

oo ESS
=Tss (7)

Jmenovateli se nékdy fikd celkova variabilita, Ccitateli vysvétlend variabilita.

Koeficient determinace 1ze totiz rozepsat stejn¢ jako ve vzorci (8).

R2 = ?:1(}//\1_}7)2/71
> i —3)?/n (8)

Z toho je patrné, Ze jmenovatel neni nic jiného nez rozptyl hodnot vysvétlované
proménné. Citatel udava rozptyl odhadnutych, vyrovnanych, hodnot od stejné primérné
hodnoty. A pojem variabilita je synonymem pojmu rozptyl. Vysvétlena potom znamena, ze je
vysvétlena regresni funkci, tedy jak dobie se regresni funkce pfiblizuje skutecnosti. VVzorce

(7) a (8) plati pro regresi s konstantou v modelu. Pro ptipad bez konstanty je pouZivan vzorec

(9).

R2 — ?=1(5]\l)2 9
AL ®)
V modelu s konstantou nabyva koeficient determinace R? od nuly do jedné. VV modelu
bez konstanty mtize nabyt i hodnoty vétsi nez jedna. Interpretuje se tak, ze ¢im vice se jeho
hodnota piiblizuje jedné, tim je vétsi podil vysvétlené variability a tim 1épe zvoleny regresni

model popisuje aktualni data.



Koeficient determinace ma své nedostatky. Vyznamnym nedostatkem je, Ze se
hodnota koeficientu determinace nikdy nesnizi se zatfazenim nové vysvétlujici proménné do
uz existujiciho regresniho modelu (Greene 2003). Z toho vyplyva, Ze koeficient determinace
uptfednostiuje modely s vy$sim poctem proménnych. (Takové modely nemusi byt nutné na
Skodu, ale s rostoucim poctem proménnych je interpretace znacn¢ ztizena. Tato skuteCnost
komplikuje vzajemné porovnavani regresnich modelt. Céste¢né feseni se nabizi pouZitim

korigovaného koeficientu determinace R2, (20).

NGB /n—K

R4 =1
aa) L0 /n—1 (10

K odrazi pocet proménnych v modelu, n je pocet pozorovani. Rﬁdjvzroste jen
Vv piipad¢, pokud vzroste primérnd vysvétlena variabilita vzhledem k poctu vysvétlujicich
proménnych zafazenych do modelu (James a kol. 2013, str. 214). Tim dochdzi k tomu, ze
pokud jsou do modelu pfidavany nadbytecné proménné, hodnota korigovaného koeficientu

determinace by nem¢la vzrust.

Dal$im zndmym kritériem, se kterym lze vzdjemné porovnavat regresni modely, je
Akaikeho Informacni Kritérium (AIC). Zpusobu, jak toto kritérium vyjadfit, existuje vice.

V ulohéch regresni analyzy a ve statistickém software je asto pouzivan vyraz (11).

RSS) 2K

to (11)

AIC=log< "

n
Nekdy byva €len uvniti logaritmu nahrazen vérohodnostni funkci a cely logaritmus
vynasoben -2 (Efron, Tibshirani 1993, str. 242 a Greene 2003, str. 160).

Kritérium AIC vychazi z teorie informace. Velmi obecné ho lze chapat jako miru
informace ztracené tim, ze se snazime popsat nahodnou veli¢inu regresni funkci. Tuto ztratu
kvantifikuje prvni ¢len vyrazu (11). Stejné¢ jako korigovany koeficient determinace i
Akaikeho informacéni kritérium zavadi penalizaci modelll s vétSim poctem vysvétlujicich
proménnych (druhy ¢len ve vyrazu (11)). Tato penalizace zvySuje vyslednou hodnotu kritéria

srostoucim poc¢tem proménnych (K). Kritérium tedy hleda kompromis mezi ztratou



informace a po¢tem vysvétlujicich proménnych v regresnim modelu (James a kol. 2013, str.
214).

Poslednim klasickym kritériem, kterému se vtéto praci vénuji, je Bayesovo
Informacni Kritérium (BIC). To je podobné AIC, ale srozdilem v ptedpokladech jeho
odvozeni, kterymi se zde nebudu zabyvat. Rozdil mezi AIC a BIC je ve vysledku takovy, ze
BIC uplatnuje vétsi penalizaci modelil s vétsSim poctem proménnych. Zatimco AIC pouziva

hodnotu 2, BIC pouziva logaritmus poctu pozorovani (James a kol. 2013, str. 214).

RSS\ log(n)K
BIC = log( " )+ " (12)

cvwr

v

vysvétlujicich proménnych v modelu.

Vyse uvedené statistiky jsou pln€ vyuzivany statistickymi softwary a s vyjimkou
koeficientu determinace se jednd o relativné spolehliva kritéria pro vybér spravného
popisného modelu (James a kol. 2013, str. 215). Nicmén€ jejich pouziti podléha jistym
omezenim. Pro jejich aplikaci je zpravidla nezbytné, aby model splioval pozadavky
klasického linearniho modelu (Hebéak a kol. 2005, str. 40):

e Vysvétlujici proménné jsou nendhodné a bez funkéni zévislosti
e Na vektor regresnich koeficientll nejsou kladena zadnd omezeni
e Hodnoty nahodné slozky €; pochdzi znormalniho rozdéleni se stfedni

hodnotou p; = 0 a rozptylem 67 = 1.

V ptfipadé hledani regresniho submodelu z hlediska predikce uz tato kritéria
neposkytuji tak presné vysledky. Dand kritéria totiz spiS nez predikéni schopnost hodnoti to,
jak moc dobte dany model vystihuje vSechna data. Detailn¢ jsou této problematice vénovany

kapitoly 3.6 a 3.7.

Nedostatky téchto metod vedly k vyvoji simula¢nich metod, pomoci kterych by S§lo
presnéji odhadnout predikéni schopnosti modelti. Do této skupiny se fadi 1 simula¢ni metody,

jez jsou hlavnim tématem moji prace — bootstrap a kiiZzova validace.
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3 Simulaéni Metody

3.1 Vymezeni pojmu a znaceni

Nad ramec zna¢eni vymezeného v kapitole 1.1 je potieba vymezit nékteré dalsi pojmy
pro lepsi porozuméni nésledujiciho textu. V kapitole 1.1 jsem hovofil o tom, Ze nékteré pojmy
pochézejici z anglicky psané literatury nemaji v ¢estiné svij ekvivalent. V piipadé kiizové
validace se jedna pfimo o nazvoslovi spojené s jednotlivymi metodami tohoto teoretického
ptistupu. Jedna se o metody Hold-out, K-Fold a LOOCV. Vysvétleni nazvi metod je
vysvétleno ptimo v textu. V ptipadé metod Hold-out a LOOCV si nejsem védom toho, ze
existuje Cesky ekvivalent. Odhady predikéni chyby pomoci téchto metod jsou znaceny jako
PEy, nebo PE;pocy. U metody K-Fold Cestina umozituje pieklad na K-nasobna kiizova
validace. Odhady predik¢ni chyby K-nasobnou kiizovou validaci jsou kvili konzistenci

zachovany v angli¢ting (PEx_ro1a)-

V ramci kiiZzové validace dochazi krozdélovani datového souboru na dvé
podmnoziny: tréninkovou a valida¢ni. Pozorovani v jednotlivych podmnozinéach je nutné od
sebe odlisit. Pomoci n se znaci celkovy pocet pozorovani v datovém souboru. Oznaéeni poctu
pozorovani ve valida¢ni podmnoziné se 1isi podle aplikované metody. Pro metodu Hold-out
pouzivam znaceni n_j, pro metodu K-nasobna n_;. Pro metodu LOOCV neni nutné zna¢eni
zavadét, protoze se vzdy vypousti pouze jedno pozorovani. Tréninkovd podmnoZina je
dopln¢k valida¢ni podmnoziny do n pozorovani. Minus v indexu oznacuje tu ¢ast, jez byla

Z ptivodniho datového souboru vypusténa a jez predstavuje validaéni podmnozinu.

Vyrovnané hodnoty ve smyslu kiizové validace nabyvaji trochu odliSného vyznamu.
Regresni koeficienty modelu se odhaduji na tréninkové podmnozing. Vyrovnané hodnoty,
které znaCim ¥;, jsou ziskdny aplikaci regresnich koeficientd (ziskané na tréninkové

podmnoZzing) na data valida¢ni podmnoZiny.

Hodnoty vysvétlované proménné ve validacni podmnoziné jsou rozliSovany podle
aplikované metody. Pro metodu Hold-out pouzivim znageni y; ™, pro metodu K-Fold (K-
nasobnd) y; . V ptipadé metody LOOCV se vypousti pouze jediné pozorovani, které je

oznacené y; "

Stejné jako u kiizové validace 1 zde je nutné vymezit nékteré dodatecné pojmy, se

kterymi metody bootstrapu pracuji.



Malé n znaci rozsah datového souboru, se kterym pracujeme. Bootstrapové vybéry
maji stejny rozsah. Bootstrapovych vybértu je celkem B. Hodnoty vysvétlované proménné
v datovém souboru jsou znaceny y;, hodnoty vysvétlované proménné v bootstrapovych
vybérech jsou znaéeny y?”. Index b oznatuje konkrétni bootstrapovy vybér a nabyva hodnot
od 1 do B. Vyrovnané hodnoty, ziskané aplikaci regresnich koeficientii na pivodni datovy

soubor, jsou znaceny y,,. Vyrovnané hodnoty, ziskané aplikaci regresnich koeficienti na

bootstrapovy vybér, jsou znaceny yll,”l.

Nazvoslovi odhadl predikéni chyby pomoci metod bootstrapu je z divodu konzistence

zachovény v angli¢tin€ (napt. PEpgive, PEimprovea)-

3.2 Odhad predikéni chyby

Kritéria, ktera jsem zminil v piedchozi kapitole, slouZi tedy k pfedev§im k hodnoceni
modelu jako takového, tj. jejich ucel je hodnotit popisnou schopnost modelu.
Hodnotici hledisko tkvi ve shodé odhadnutych hodnot a téch skute¢nych, v nékterych
pripadech i v po¢tu proménnych zarazenych do modelu. Pro potieby této diplomové prace je
ale relevantnim kritériem ptedevsim predikéni schopnost modelu, tj. na zaklad¢ existujicich

dat sestrojit model, podle kterého jsme schopni ucinit ptedpovéd’ pro nova pozorovani.

Uvazuji datovy soubor, obsahujici jednu vysvétlovanou proménnou a nékolik
vysvétlujicich proménnych. Tento datovy soubor je k dispozici nyni. Dale uvazuji, Ze mam
K dispozici regresni model urceny k predikci, jehoz vyrovnané hodnoty jsou ;. Nabizi se
otdzka sc¢im porovnat tyto hodnoty, aby byla predikéni schopnost modelu nejlépe
zhodnocena. Jednou moznosti je napiiklad hodnotit thrn odchylek vyrovnanych hodnot od

skute¢nych (13).

RSS = Z()’i - 9)* (13)

To neni nic jiného nez rezidudlni soucet Ctverci, ktery byl zminovan v predchozi
kapitole. Dalo by se tedy fict, Ze rezidudlni soucet ¢tverch méfi ur€itou ztratu informace
(stejn€ jako AIC nebo BIC). V ptipad¢ RSS je méfena celkova ztrata informace pres vesSkera

pozorovani. Casto se vzorec (13) déli podtem pozorovani n, a potom je tento odhad nazyvan
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jako tzv. tréninkova chyba (Hastie a kol. 2009, str. 221). Vice o tréninkové chybé v kapitole
3.6.

Zpusobu, jak vyjadrit tuto ztratu informace, je celd fada a obecné se funkcim, které ji
kvantifikuji, fika ztratové funkce (Hastie a kol. 2009, str. 219). Vyraz pochazi z anglického
loss function. Zavorka ve vzorci (13) predstavuje kvadratickou ztritovou funkci a lze ji

nahradit napfiklad absolutni ztratovou funkci (14).

n
Zb’i — il (14)
i=1

Nicméné v této praci vyuzivam kvadratickou ztratovou funkci, konkrétné jeji
primérnou hodnotu na jedno pozorovani. Obecné se této charakteristice se také fika stiedni
¢tvercova odchylka (z angl. mean squared error) a znac¢i se MSE. Stfedni ¢tvercova odchylka
vyrovnanych hodnot regresniho modelu od napozorovanych hodnot vysvétlované proménné

je uvedena v (15).

n 502
AMH@=Zﬂ%l%)=Em—ﬁV (15)

Zbyva vyftesit, zda je spravné porovnavat vyrovnané hodnoty regresniho modelu y; se
soucasnymi, napozorovanymi hodnotami vysvétlované proménné y;. Tento postup by byl
spravny pii nalezeni takového regresniho modelu, ktery co nejlépe vystihl soucasné chovani
vysvétlované proménné. V ptipadé posouzeni predikénich schopnosti by kritérium bylo
znaén€ optimistické, protoZe schopnost predikce by byla hodnocena popisnou schopnosti
modelu. Vhodnéjsi by bylo vyrovnané hodnoty regresniho modelu porovnat s budoucimi

hodnotami vysvétlované proménné y?*2,

(P - 5,)°

n

(16)

MSE(y) =

Vzorec (16) je v literatufe nazyvan odhadem predikéni chyby regresniho modelu
(Efron, Tibshirani 1993). Nazev pochazi z anglického oznaceni prediction error, a proto je

tento odhad n¢kdy oznaCovan PE. Predikéni chyba je pocitand jako stiedni Ctvercova
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odchylka rozdilu mezi budoucimi hodnotami vysvétlované proménné y’*? a vyrovnanymi

hodnotami sougasného regresniho modelu ;. Cim mensi je jeji hodnota, tim lepsi je regresni
model z pohledu predikce. Otazku piedstavuje, co dé€lat v piipad€, Ze nedisponuji novym
datovym celkem. Tento problém se snazi feSit teoretické piistupy bootstrap a kiizova

validace, které k odhadu predikéni chyby vyuzivaji odlisny postup.

Z&kladni charakteristiky Cross-validation neboli kiizové validace, 1ze vystopovat az
do 30. let 20. stoleti (Arlot, Celisse 2010). Zakladni myslenkou tohoto pfistupu je rozclenéni
datového souboru na tréninkovou podmnozinu a valida¢ni podmnozinu. Bootstrap uz spada
do kategorie modernich pfistupli a prvni zminky o ném pochazeji ze 70. let 20. stoleti.

Podstata spociva v opakovanych nahodnych vybérech s vracenim z datového souboru.

Obecné feceno, jedna se predevsim o datové orientované piistupy, které nekladou tak
velky dlraz na pravdépodobnosti pfedpoklady regresnich modela a jejich sila lezi predevSim
Vv jejich jednoduchosti a snadné aplikaci. Zaroven je nutné podotknout, Ze uplatnéni téchto
piistupt neni limitované pouze regresni analyzou. Nachazeji uplatnéni v riznych oblastech
statistky, vyuzivaji se naptiklad u Metody hlavnich komponent. Jejich podstata je detailnéji

vysvétlena v nésledujicich oddilech.
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3.3 Kfrizova validace

Kfiizova validace tedy pfedstavuje skupinu metod, které vyuzivaji v jadru velmi
podobny pftistup. Jak uz bylo zminéno, jeji podstata tkvi v rozdéleni datového souboru na dvé
podmnoZziny: tréninkovou a validacni (testovaci). Tréninkovd podmnoZzina dat slouzi k
odhadnuti regresnich koeficientt modelu, na validaéni podmnoziné je proveden odhad
predikéni chyby. Diky tomu, Ze se validaéni podmnozina nepodili na odhadu koeficientt
modelu, je mozné ji povazovat za nova data. Tento usporny postoj k datim je vyhodny,

protoZze ziskat dostatecné mnozstvi dat byva zpravidla nakladné.

Variaci na metody kiizové validace existuje velky pocet. Mezi Casto zminované

o A4

Leave-P-Out, Repeated Learning Testing, Monte Carlo CV nebo Generalized CV (Arlot,
Celisse 2010). V ramci této prace jsem pozornost vénoval prvnim tfem zminénym typim

metody kiiZzové validace.

3.3.1 Hold-out kfizova validace

Zakladni metodou ki¥izové validace je tzv. metoda Hold-out. Podle obecného principu
kiizové validace je datovy soubor rozdélen na dvé vzajemné se nepirekryvajici podmnoziny:

tréninkovou a valida¢ni (Liu 2009).

Obrazek 1: Rozdéleni datového souboru metody
Hold-out. Zdroj: (James a kol. 2013)
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Validaéni podmnozin¢ se v angli¢tiné fika Hold-out ¢ast. Princip vychéazi z toho, Ze
jsou tato data jakoby vyjmuta (vyraz Hold-out by mohl byt z angli¢tiny pielozen jako ,,zdrZzet

se néceho*) a nevyuzivaji se k odhadu koeficientii regresniho modelu.

Regresni koeficienty modelu jsou tedy odhadnuty na tréninkové podmnozing.
Nasledné jsou poté aplikovany na validaéni podmnozinu za Gcelem ziskani vyrovnanych
hodnot y;. Odhad predikéni chyby, tj. predikéni schopnost modelu je nasledné urcena

vzorcem (17).

N-p '—h _ 5. 2
PE,, = 2zt (3;: 71) (17)
—-h

Velikost podmnozin nemusi byt v poméru jedna ku jedné, rozdéleni dat zavisi Cisté na
tom, kdo provadi statistickou analyzu. Je vSak nutné brat v potaz, ze nevhodné rozdéleni dat
mize vést k zavadgjicim vysledkiim. V piipadé zahrnuti vétSiny pozorovani (napiiklad 90%)
do tréninkové podmnoziny, miize byt odhad predikéni chyby mensi, nez je skute¢na predikéni

schopnost dat.

Dalsi problematickou oblast metody Hold-out je vybér dat do obou podmnozin.
Puvodné se v piipadé kiizové validace nepocitalo s opakovanymi simulacemi, a tak se metoda
provadéla pouze na jednou rozdélenych datech. Timto mohlo dojit ke vzniku dvou naprosto
nekorespondujicich podmnoZin. Pti opakovani vypoctu dochdzi k tomu, Ze pro napiiklad pét
riznych nahodnych vybéra je ziskano pét vyrazné odlisnych hodnot PEy, (James a kol 2013,
str. 179). Za takovych okolnosti neni jasné, ktery vysledek je spravny a jestli je pouzita

metoda uziteCna.

Mozné feSeni tohoto problému spociva ve vyuziti statistického softwaru a pouZiti
opakovaného simulovani ze souboru, tzv. random subsampling (Kohavi 1995, str. 2). Takto je
metoda Hold-Out opakovana Z-krat a za vyslednou predikéni chybu se bere primérna

hodnota Z opakovani (18).

Z i
_ 2 PE
PERS = %”'O (18)
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Ani tato korekce nemusi vést k vylepSeni odhadu, protoze neni zaruceno, Ze pii
opakovani ndhodného vybéru pozorovani do tréninkové (resp. validaéni) podmnoziny nedojde
k opakovanému vynechani nékterych hodnot. Takové opomenuti ma vliv na piesnost odhadu
predikéni chyby. Tento problém se snazi fesit metody kiizové validace K-nasobna a Leave-

one-out.

3.3.2 K-nasobna kiizova validace

Momentaln¢ jedna z nejdoporucovanéjSich metod odhadu predikéni chyby se nazyva
K-nasobna kiizova validace. Nazev pochazi z anglického K-Fold. Podstata této metody
spo¢iva v tom, Ze se datovy soubor nejprve rozdéli do K vzajemné nepiekryvajicich se

podmnozin.*

Obrazek 2: Schéma K-nasobné k¥izové validace (ilustrovano na 5-nasobné k¥iZové
validaci). Zdroj: (James a kol. 2013)

Na K - 1 mnozinach je odhadnut regresni model a na K-t¢ mnoziné se ovéii jeho
predikéni schopnost odhadem predikéni chyby PE (James a kol. 2013, str. 183). Pii odhadu
regresniho modelu je dulezité si uvédomit, ze ackoliv data délime na K ¢asti, model je vzdy
odhadovén ze vSech pozorovani K — 1 podmnozin. V kazdém kroku tedy figuruji dvé
podmnoziny, stejné jako u metody Hold-out: tréninkova a valida¢ni. Postup je opakovan K-

krat, tedy dokud se kazda z podmnozin neocitne v roli valida¢ni.

! Nezaméiovat K s poétem proménnych. V tomto piipadé K odpovida poétu validaénich podmnozin.
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Predikéni chyba kazdého kroku odhadovana stejné jako u metody Hold-out.

_ Yik(yk - )A’i)z

PE_ .
—k

(19)

Rozdil oproti predchozi zminéné metod¢ je ten, ze odhad predik¢ni chyby je primérna

hodnota predik¢nich chyb v jednotlivych krocich PE_y (Efron, Tibshirani 1993, str. 240).

Yk=1(PE_y)

PEx_pola = X

(20)

Dilezitou soucasti je rozlozeni pozorovani do jednotlivych podmnozin. Tato otazka
vyvstava piedevS§im v piipadech, ve kterych pozorovani v datovém souboru podléhaji
né¢jakému systému, napiiklad pokud jsou hodnoty proménnych sefazené od nejmensiho
Kk nejvétsimu. To nebyl ptipad u Hold-out, protoze tato metoda vychazela z nahodného vybéru
pozorovani z datového souboru do tréninkové a valida¢ni. V piipadé K-ndsobné kiizové
validace je vhodné, aby pozorovéni v jednotlivych podmnozinach byla stratifikovana, tj. aby
jejich zastoupeni v mnozinach bylo co nejvice reprezentativni (Liu 2009). Dalsi otazku
predstavuje, jak spravné rozdélit pozorovani do jednotlivych podmnozin v ptipade, ze n neni
délitelné K. Vhodné feSeni je rozdé€lit pozorovani tak, aby se podmnoZiny navzijem liSily
maximalné o jedno pozorovani. Pokud by n = 11 a K = 5, pozorovani by byla rozd¢lena tak,
ze Ctyii podmnoziny obsahuji dv€ pozorovani, jedna podmnoZina obsahuje tfi. Pro n = 12, tfi

podmnoziny obsahuji dvé pozorovani, dv€ podmnoziny tfi pozorovani atd.

Metoda je v soucasné dob& velmi popularni, a to pfedevsim proto, ze oproti ostatnim
metodam (napt. Hold-out nebo LOOCV) je stale relativné vypocetn€ nenarocna (v praxi se
pouziva maximalné desetinasobna, tj. K = 10) zaroven produkuje nejméné vychylené odhady

(Mevik, Cederkvist 2005).
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3.3.3 Leave-one-out kfizova validace

Posledni metoda ktizové validace, se kterou jsem pracoval v této préci, je tzv. Leave-
one-out (LOOCV z angl.. Leave One Out Cross Validation). Nazev, ktery v ¢estin¢ znamena
»vypustit jedno* naznacuje princip tohoto pfistupu. Datovy soubor o rozsahu n je opét
rozdélen na dvé podmnoziny, tréninkovou a valida¢ni, stim rozdilem oproti K-nasobné
ktizové validaci, ze tréninkovd podmnozina obsahuje n - 1 (proto ,,vypustit jedno™) a
podmnozina valida¢ni obsahuje zbylé jediné pozorovani (Efron, Tibshirani 1993, str. 240).
Postup je opakovan n-krat tak, ze v prvnim opakovani je vynechané prvni pozorovani, v
druhém druhé a postupné az nakonec v n-tém opakovani je vynechano n-té. Schéma tohoto

postupu je shodné se schématem K-nasobné ktizové validace v pfedchozi kapitole.

Nésledny postup je shodny s pfedchozimi metodami. Na tréninkovou podmnozinu je
aplikovéan regresni model za ucelem odhadu regresnich koeficienti. Valida¢ni podmnozina,
V tomto piipad¢ jediné pozorovani, slouzi k vypoctu vyrovnané hodnoty a odhadu predikéni
chyby modelu. V kazdém kroku je vypoctena predik¢éni chyba PE_; (James a kol. 2013, str.
181).

PE_ = (yi = 9)° (21)

Index —i odpovida i-tému pozorovani, které bylo z datového souboru vypusténo a které
reprezentuje validacni ¢ast. Oproti Hold-out a K-nasobné kiiZové validace ze vzorce
predikéni chyby jednoho kroku odpadl jmenovatel, protoze valida¢ni podmnoZina obsahuje
pouze jediné pozorovani. Odhadu predikéni chyby v jednotlivych krocich je tedy n. Celkova

predikéni chyba je opét primérnou hodnotou predikcénich chyb PE_;.

iz1 PE_

PEyoocy = — (22)

LOOCV poskytuje n€kolik vyhod. Model je odhadnuty na téméf celém datovém
souboru, takZe problematika zatfazeni hodnot do tréninkové a validaéni mnoZiny nehraje
prakticky roli. Zaroven je tim zajiSténo, ze pii opakovani metody LOOCYV je dosazeno vzdy
totoznych vysledkl, protoze volba pozorovani uz neni ndhodna, ani subjektivni, ale

systematicka.
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Odhady predikéni chyby metodou LOOCV jsou témé nevychylené (Mevik,
Cederkvist 2005). Naopak v porovnani s napiiklad metodou K-n&sobnd je rozptyl odhadu
predikéni chyby metodou LOOCV znacné vysoky (Liu 2009). Piesnost odhadli metodou
LOOCYV lze diky tomu diskutovat. Dalsi nedostatek je vypocetni ndro¢nost v piipadé souborti
s velkym poctem pozorovani. Pro napt. n = 1000 je proces opakovan tisickrat a znacné tim
prodluzuje vypocetni ¢as 1 za vyuziti statistickych softwarti. Kdyby se k tomu mélo jesté
ptipojit hledani optimalniho regresniho submodelu (napt. Stepwise metodami), je vypocetni
Cas vyrazn¢ delsi. Tento problém Ize nastésti prekonat aplikovanim modifikovaného vzorce

odhadu predik¢ni chyby pro metodu LOOCYV (James a kol. 2013).

n

1 Yi— W
Loocy =+ 1-h

i=1

)2 (23)

K uréeni regresniho modelu se vyuziji veskera data. Odhad predikéni chyby se upravi
vydé€lenim 1 — h;. Proménna h; Vv literatufe je nazyvana jako efekt (anglicky pak leverage) a

zastupuje diagonalni prvky projekéni matice H.

Projek¢ni matice je v regresi pouzivana jako nastroj k posouzeni vlivu jednotlivych
pozorovani na odhady regresnich koeficienti modelu (Hebak a spol. 2005, str. 94-95). Pokud
je matici pozorovani vysvétlujicich proménnych definovana jako X a jeji transpozice jako X7,

projekéni matici H lze psat jako
H=Xx"Xx)"1x. (24)

3.3.4 Ukazka v programu R

V nasledujicim textu v obecnosti naznacim, jak si sestrojit skript, ktery by pomoci
metod kiizové validace odhadl predikéni chybu. Z pfedchoziho textu vyplyva, Ze minimalné
V obecné roviné nepiedstavuje Kiizova validace nikterak obtiZznou disciplinu. Metody Hold-
out, K-ndsobna i LOOCYV jsou jak snadno pochopitelné a, co se ty¢e programovani, tak i
snadno i implementovatelné ve statistickém softwaru. Jak jsem uz v Uvodu zminil, veskera

programovaci ¢ast této diplomové prace je vypracovana v programu R.
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Tento software je povahou open source, mnoho uzivateli do n¢j ptispiva a je mozné si
stahnout nadstavbové verze, které dale rozsifuji funkcionalitu a moZznosti pouziti R. Pro ucely
kiizové validace lze naptiklad vyuzit balicek cvTools. Pro ucely diplomové prace jsem se

rozhodl tyto baliky nevyuzit a funkce jsem napsal sam.

Pro zékladni pochopeni metod kiizové wvalidace je nejlepsi aplikovat je na
jednoduchou datovou strukturu. K tomuto tcelu jsem si vybral datovy soubor s nazvem
felicie, ktery obsahuje celkem n = 20 pozorovani a tfi proménné. Vysvétlovand proménna
cena udava cenu automobilu v tisicich K¢&. Vysvétlujici proménné jsou stafi automobilu
V letech (proménna stari) a pocet najetych kilometru v tisicich (najeto). Soubor je uvedeny

Vv ptilohach.

Pro metodu Hold-out jsem uvedl divod, pro¢ nekonstruovat pouze jediny vybér, a
proto jsem se vénoval piimo jeji modifikaci random subsampling, tj. opakované simulaci
vybéru ze zakladniho souboru. V R jsem za timto ucelem vytvoril funkei, do které 1ze vkladat
parametry a kterd vraci odhad predikéni chyby. Ptikazy uvnitf funkce jsou okomentovany

tucné pfimo ve skriptu a jsou oznaceny #.

Holdout = function(sim, P, dataset) { #prikaz function vytvari funkci
datal=as.data.frame(dataset) #vlozeny datovy soubor je ulozen jako
data. frame
colnames(datal) = c("y",paste("x", 1l:(ncol(datal)-1), sep = ""))
#prikaz colnames prejmenuje promenne na y, x1, x2, atd.
PE = matrix(NA,ncol=1,nrow=sim) #alokace matice, do ktere budou ukladany
hodnoty odhadu predikcni chyby
for (i in 1:sim){ #smycka for opakuje odhad predikcni chyby v rozsahu 1 az
pocet simulaci (sim)
sub = sample(nrow(datal), floor(nrow(datal) * P)) #nahodne vybrana
pozorovani, funkce floor zaokrouhluje na cela cisla
training = datal[sub, ] #treninkova podmnozina
testing = datal[-sub, ] #validacni podmnozina
fit = Im(y ~ .-1, data=training) # regresni model
pred = predict(fit, testing) # vyrovnane hodnoty v testovaci podmnozine
PE[i,] = sum((testing[,"y"] - pred)A2)/(nrow(testing)) # predikcni chyba
jedne simulace
}
PEHO = mean(PE) # prumerna predikcni chyba

return(PEHO)
}
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Chtél bych zminit ptikaz as.data.frame, ktery uklada datovy soubor do formatu
data.frame. Tento format umoznuje uchovani riiznych datovych typt ve sloupcich, coz lze pfi
regresni analyze vyuzit napiiklad pro praci snejen Ciselnymi, ale i kategorialnimi
vysvétlujicimi proménnymi. Né&které funkce (napf. 1m) tento format preferuji. Piikaz
colnames(datal) prekdduje nazvy sloupcii na proménné. Prvni sloupec je zpravidla
vyhrazovan vysvétlované proménné, a proto tento piikaz ptrepiSe nazev prvniho sloupce na vy,
ostatni sloupce ozna¢i x S indexem oznacujicim poifadi. V ramci for cyklu se z tréninkove
podmnoziny odhadne linearni regresni model (funkce 1m), ktery je nasledné aplikovan na
valida¢ni podmnozinu (funkci predict). Na zavér cyklu je odhadnuta hodnota predikéni
chyby Pe[4,]. Tento cyklus opakuje tolikrét, kolik je nastaveno simulaci a na samém konci je

vracena predikéni chyba jako priamér predikénich chyb jednotlivych simulaci.
Kdyz je funkce uloZena, staci ji jen zavolat pomoci ptikazu:

set.seed(100)
Holdout(sim = 50,P= 0.4, dataset = felicie).

Parametry této funkce jsou nasledujici. Hodnota sim udava pocet simulaci. Hodnota P
predstavuje pomér, ve kterém jsou pozorovani rozdélena do tréninkové a validacni
podmnoziny. P = 0,4 znamena, ze 40% vSech pozorovani je v tréninkové podmnozing. Jelikoz
datovy soubor felicie obsahuje 20 pozorovani, v tréninkové podmnoziné je 8 pozorovani, ve
validaéni 12. Parametr dataset odpovida datovému souboru, na kterém chceme odhad
predikéni chyby provést. Pfed funkci Holdout je zminéna funkce set.seed. Ta nastavuje
generator pseudonahodnych ¢isel. Je uziteéné mit nastavenou néjakou konkrétni hodnotu tak,
aby bylo mozné dany pokus zopakovat stejnym zplisobem vicekrat (naptiklad pti Upravach

skriptu).

Lze se presvédcit, jak se predikéni chyba (primér predikénich chyb jednotlivych
simulaci) 1i8i pfi riznych nastaveni poméru P. Zatimco pfi P = 0,9 vySla predikéni chyba
5285,85, pro P = 0,5 byla hodnota predikéni chyby 4690,6 a pro P = 0,1 vysla predikéni chyba
198694,6.

wevr

Zatimco ptedchozi pfistup vyzadoval rozdéleni do dvou vzajemné nekryjicich se podmnozin,
u K-nasobné je potfeba zabezpecit, aby téchto podmnozin bylo K. Naptiklad pro K =5 se sice

na odhadu regresniho modelu podili vzdy Ctyfi pétiny dat. Podstatné je zajistit, aby konkrétni
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valida¢ni podmnozina neobsahovala zadné pozorovani z zadné jiné valida¢ni podmnoziny.

S tim souvisi i nasledujici problém v podobé datového souboru uré¢eného k analyze.

Uz jsem zminoval, Ze je dulezité¢, aby pfed samotnou analyzou byla zajiSténa
dostateCna stratifikace souboru. Pokud se nejedna o generovana data, ale o néjaky datovy
soubor, je mozné, ze pozorovani budou obsahovat néjakou systemati¢nost. Pii pohledu na
prvnich n€kolik pozorovani datového souboru felicie je patrné, ze hodnoty vysvétlujici
proménné stari jsou uskupeny od nejmensich k nejvétsSim. Pokud bych nejprve neprovedl

stratifikaci souboru, riskoval bych ovlivnéni vysledki.

Stratifikaci ale neni jednoduché provést. Baliky softwaru R obsahujici nastroje pro
ktizovou validaci vyuZivaji nahodného vybéru z datového souboru, u kterého je zaruéeno, Ze
ve validanich podmnozinidch nebudou opakovana pozorovani. Pro ucely této diplomové
prace jsem tento proces Castecné obeSel tim, ze jsem provedl ndhodny vybér bez vraceni o
rozsahu datového souboru. Vytvofil jsem tim novy, stejny soubor, ktery ma ale ndhodné
prohazend pozorovani. Tento krok je zaznamenan pomoci objektii sub a datalre (re zkracené
z angl. re-sample). Diky tomu, ze byl proveden nahodny vybér ze zakladniho souboru, jsem si
mohl dovolit tento novy soubor rozdélit na K validacnich podmnozin jen posunutim se o
délku kroku (step), ktera se pric¢ita k pocate¢ni a koncové hodnoté vybérového souboru (sta,

konec).

Kfold
PEK
odhady predikcni chyby

function(sim, K, dataset) { # prikaz function vytvari funkci

matrix(NA,ncol = K,nrow = sim) #alokace matice, do ktere se ukladaji

datal = as.data.frame(dataset) # format datoveho souboru je data.frame
colnames(datal) = c("y",paste("x", 1l:(ncol(datal)-1), sep = "")) #prikaz
colnames prejmenuje promenne na y, x1, x2, atd.
step = floor(nrow(datal)/K) # delka kroku, podie teto hodnoty se rozrazuji
hodnoty do validacni podmnoziny
for (i in 1l:sim){
sub = sample(nrow(datal),replace = FALSE)
datalre = datal[sub, ] #resubstituce datoveho souboru
sta=1 #pocatecni hodnota
konec=step # konecna hodnota
for (3 in 1:K){
testing = datalre[sta:konec, ] #treninkova podmnozina
training = datalre[-(sta:konec), ] #validacni podmnozina
fit = Im(y ~ .-1, data=training)
PEK[i,j] = sum((testing[,"y"] - predict(fit, testing))A2)/(nrow(testing))
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#odhad predikcni chyby v jednom K.

sta = sta+step # nova pocatecni hodnota validacni podmnoziny

konec = konec+step # nova koncova hodnota validacni podmnoziny

}
}
PEKFOLD = mean(PEK) #odhad predikcni chyby
return(PEKFOLD)
}

Oproti Hold-out je rozdil v matici, do které se ukladaji predik¢ni chyby v jednotlivych

krocich. V jedné simulaci je totiz pro kazdou valida¢ni podmnozinu proveden odhad

predikéni chyby. Rozmér matice, do které se ukladaji tyto jednotlivé odhady, je tedy K krat

pocet simulaci. Odhad predikéni chyby kazdé simulace je potom primérnou hodnotou pies

K odhadi. Zbyvajici funkce jsou uz shodné s témi, které jsem pouzil u Hold-out.

Metodu K-nasobnou jsem pouzil pro K = 5 a K = 10 a sto simulaci. Tato funkce

vypada velmi podobné jako u metody Hold-out. Parametry jsou pocet simulaci (sim), 0 jaky

typ K-nasobné kiizové validace se jedna (K) a datovy soubor, ktery je analyzovan (dataset)

Kfold(sim

100, K = 10, dataset = felicie).

Hodnoty predikéni chyby a rozptylu jsem uvedl v tabulce 1.

K Odhad Predikéni chyby
5 4436,179
10 4424711

Tabulka 1: Odhad predikéni chyby K-nasobnou kiizovou
validaci. Zdroj: datovy soubor felicie

Jako posledni jsem na data aplikoval metodu LOOCV. Ta je v zasad¢ shodna

s metodou K-nasobna, protoze predstavuje pouze extrémni piipad této metody, ve kterém K =

n. Ve valida¢ni podmnoziné se nachazi pouze jediné, neopakujici se pozorovani, v tréninkové

podmnozin€¢ jsou vSechna zbyla. V tomto piipadé jde skript postupné od prvniho

k poslednimu pozorovani. Diky tomu odpada potiecba opakovanych simulaci a nutnosti

znahodnit zdkladni soubor.

Toocv
PEj

matrix(NA,ncol = 1,nrow

function(dataset) { # prikaz function vytvari funkci

= nrow(datal)) #alokace matice, do ktere se

ukladaji odhady predikcni chyby
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datal=as.data.frame(dataset) #format datoveho souboru je data.frame
colnames(datal) = c("y",paste("x", 1l:(ncol(datal)-1), sep = ""))
#prikaz colnames prejmenuje promenne na y, x1, x2, atd.
for (j in l:nrow(datal)){
testing = datal[j, ] #treninkova podmnozina
training = datal[-j, ] #validacni podmnozina
fit = Im(y ~.-1, data=training)
PEj[j,] = sum((testing[,"y"] - predict(fit, testing))A2)
}
PELOOCV = mean(PEj)
return(PELOOCV) } #0dhad predikcni chyby

Odhad predikéni chyby vysel 4414,664. Funkce metody LOOCV obsahuje pouze
jediny parametr. Jednd se pouze o datovy soubor, na kterém je odhad predikéni chyby

proveden

loocv(dataset = felicie)

3.4 Bootstrap

Dalsim obecny pfistup k odhadu predikéni chyby zastupuje pojem bootstrap (nékdy
bootstrapping), ktery byl snejvétsi pravdépodobnosti poprvé zminén v praci Bradleyho

Efrona z roku 1979. Ackoliv odhaduji stejnou statistiku, bootstrap pfistupuje k hodnoceni

.....

Pojem bootstrap se odkazuje na vypravéni o baronu Présilovi, ktery se v jednom ze
svych ptibéht vytahl z moc¢alu pomoci vlastnich pfezek na botach (Efron, Tibshirani 1993).
Myslenka této metody spociva v praci s vlastnimi prostredky, tedy daty, a to 1 v momenté,

kdy je mnozstvi dat nedostacujici.

Z technického hlediska stoji bootstrapové metody na opakovanych simulacich, ¢asto o
poctu nekolik set az tisic, a proto stejné jako u kiizové validace zaznamenaly rozvoj paralelné
s rozvojem informaénich technologii. V soucasné dobé je bootstrap jednou z nejvice
pouzivanych metod, pievazné 1 proto, ze tyto metody nelpi na piredpokladech o
pravdépodobnostnim rozdéleni zdkladniho souboru nebo rozdé€leni ruSivych slozek (Efron,
Tibshirani 1993). K dalsim ptfednostem patii piedevSim jeji jednoduchost a funkénost

predevsim v piipadech, kdy odvozeni sloZitych matematickych vzorcii predstavuje problém.
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3.4.1 Naivni bootstrapovy odhad predikéni chyby

Bootstrap je ve své nejzakladnéjsi forme byva nazyvan jednoduchym nebo i naivnim
bootstrapovym odhadem (Mevik, Cederkvist 2005). Stejn¢ jako kfizova validace, i bootstrap
jsem v této praci pouzil k odhadu predikéni chyby. Princip naivniho bootstrapu je nasledujici.
Z datového souboru o rozsahu n je u¢inéno B nahodnych vybéra s vracenim o rozsahu n (viz
obrézek 3). Vyznam vybéru s vracenim je dat kazdému pozorovani stejnou pravdépodobnost
vybrani, a tak zajistit jak nezavislost jednotlivych tahu, tak jednotlivych B bootstrapovych

Vvyberi.

Obrazek 3: Schéma naivniho bootstrapového odhadu. Zdroj: Efron,
Tibshirani 1993

V kazdém bootstrapovém vybéru se odhadnou koeficienty regresniho modelu
(naptiklad metodou nejmensich ¢tvercti). Koeficienty modelu jsou poté zpétné aplikovany na

puvodni datovy soubor za ucelem vypoctu predikéni chyby jednoho bootstrapového vybéru.

n
1 2
PE, = — E — Vb,
b n 1(3’1 yb,l) (25)
1=

Celkovy naivni odhad predikéni chyby se pocitd jako aritmeticky primér B

predikénich chyb.
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B
1
PEyqive = EZ PE}, (26)
b=1

Tato metoda se v praxi pfili§ nedoporucuje. Jednotlivé bootstrapové vybéry slouzi jako
testovaci podmnozina, pivodni datovy soubor jako validacni podmnozina. Kvili vybéru
s vracenim do jednotlivych bootstrapovych vybéri miize vzniknout piekryti pozorovani
puvodniho datového souboru a bootstrapovych vybéri. To muze zpiisobit, ze hodnota
predikéni chyby mize byt v priméru mensi nez by byla jeji skute¢na hodnota. Takovy odhad

predikéni chyby je pfili§ optimisticky (Hastie a kol. 2009, str. 250).

3.4.2 VylepSeny bootstrapovy odhad predik¢cni chyby

Optimisticky odhad naivniho bootstrapového odhadu predikéni chyby se snazi
napravit tzv. vylepSeny bootstrap (z angl. improved bootstrap). Ten odhaduje predik¢éni chybu
jako hodnotu RSS, vydélenou poctem pozorovani n, opravenou o tzv. optimismus, ktery je

znacen  (27).

RSS _
PEimprovea = n tw (27)

Prvnimu ¢lenu se v terminologii bootstrapu nékdy fika ,,zjevna chyba“ (z angl.
apparent error) nebo téz tzv. tréninkova chyba. V kapitole 1.5 jsem hovofil o tom, Ze tento
¢len neposkytuje dobrou informaci o predikénich schopnostech regresniho modelu. Z toho
divodu se provadi korekce v podobé piicteni hodnoty odhadnutého optimismu .
Optimismus Vv sobé zahrnuje bootstrapovy odhad a ziskava se podle nasledujiciho postupu.
Z datového souboru je vygenerovano B bootstrapovych vybéru. V kazdém bootstrapovém
vybéru jsou odhadnuty regresni koeficienty modelu. Ty se nejdfive aplikuji na pivodni

datovy celek. Tim je vlastné ziskan naivni bootstrapovy odhad predikéni chyby PEj, (28).

n
1 N2
52(% — Vou) (28)
i=1
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Zaroven je ten samy model aplikovan na bootstrapovy vybér samotny. Dostavame tim

vlastné zjevnou chybu bootstrapového vybéru (29).

Sl

n
—\2
b
(y2-32.) 29)
=1
Primérnd hodnota rozdilu téchto dvou Clena pies vSech B bootstrapovych vybéri je
tedy optimismus @, o ktery se opravuje primérna hodnota RSS pies vSechna pozorovani

(vzorec 30).

_\2
w = %Z?ﬂ (% ?=1(yi - 3711\.1)2 -2 i=1 (ylb B y;’)'l) ) (30)

n

Interpretace optimismu je takova, Ze piedstavuje hodnotu, o kterou zjevna chyba
datového souboru podhodnocuje skutecnou predikéni chybu modelu. Existuji i1 dalsi
bootstrapové metody. Jedna se naptiklad o metodu 0,632 nebo bootstrapem vylepSena kiizova

validace (Mevik, Cederkvist 2005). Tém jsem v této praci pozornost nevénoval.

3.4.3 Ukazka v programu R

Opét nadzorné ukazi jak si odhady predikénich chyb podle zminénych bootstrapovych
metod sestrojit v R. Stejné jako u kiizové validace i bootstrap je v softwaru R davno zahrnuty

Vv podobé stazitelnych baliki. Lze doporucit naptiklad boot nebo bootstrap.

Jednotlivé metody jsem se opét rozhodl prezentovat na souboru felicie, ktery jsem
pouzil i pro potieby kiiZové validace. Naivni bootstrapovy odhad nepfedstavuje v R Zadny
zasadni problém. Nadefinoval jsem B = 100 simulaci a pfedem alokoval matici predikénich
chyb jednotlivych bootstrapovych vybéri (PEi). Potom nésleduje cyklus for. V ném je
uskute¢nén nahodny vybér s vracenim o rozsahu n. Nejprve funkce sample nahodné vybere
pozorovani do objektu sub. Nasledné je pomoci datal[sub, ] Vytvofen bootstrapovy vybér
odpovidajici vybranym pozorovanim. Na nové vzniklém datovém souboru (boot) je proveden
odhad regresni funkce. Nakonec je odhadnuta predikéni chyba jednoho bootstrapového
vybéru. Cyklus for se opakuje B-krat a na jeho konci je odhadnuta celkova predikéni chyba
jakozto primérna hodnota predik¢nich jednotlivych bootstrapovych vybéra. Cely tento proces

jsem ulozil do samostatné funkce s parametry B a dataset
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naiveboot(B = 10, dataset = felicie).

Prvni parametr odpovida poc¢tu bootstrapovych vybért,, druhy parametr datovému

souboru. Funkce naiveboot spoleéné s okomentovanymi piikazy je uvedena nize.

naiveboot = function(B, dataset){ #funkce naivniho bootstrapoveho odhadu
datal = as.data.frame(dataset) #data ulozena do formatu data.frame
colnames(datal) = c("y",paste("x", 1:(ncol(datal)-1), sep = ""))
#prekodovani nazvu sloupcu na y, x1,x2 atd

PEi = matrix(NA,ncol = B, nrow = 1) #alokace datove matice

for (j in 1:B){
sub = sample(nrow(datal),replace = TRUE) # vyber s vracenim
boot = datal[sub, ] #bootstrapovy vyberovy soubor
fit = Im(y ~.-1, data = boot)
PEi[,j] = sum((datal[,"y"] - predict(fit, datal))A2)/(nrow(boot))
#predikcni chyba jednoho bootstrapoveho vyberu
}

PEnaive=mean(PEi) #celkova predikcni chyba

return(PEnaive)

Pro sto simulaci vysel odhad predikéni chyby 3743,5.

VylepSeny bootstrapovy odhad je o néco slozitéjsi. Misto alokovani matice pro
predikéni chybu jsem alokoval matici, do které se uklada optimismus kazdého bootstrapového
vybéru. Nasledoval odhad modelu s pouzitim ptivodniho datového souboru a vypocet zjevné
chyby datového souboru. Stejn¢ jako u naivniho bootstrapového odhadu i zde na toto
navazuje for cyklus, v némz jsem ziskal optimismus kazdého bootstrapového vybéru Opt[,
j1. Poznamenavam, Ze Vv tomto pfipadé¢ je odhad optimismu jednoho bootstrapového vybéru

rozepsan na dva fadky kvuli prehlednosti.

improvedboot = function(B, dataset){ #funkce vylepseneho bootstrapového

odhadu

datal = as.data.frame(dataset) #data ulozena do formatu data.frame
colnames(datal) = c("y",paste("x", 1l:(ncol(datal)-1), sep = ""))
#prekodovani nazvu sloupcu na y, x1,x2 atd

Opt = matrix(NA,ncol=B,nrow=1) #alokace datove matice

fit = Im(y ~ .-1, data=datal)

avgRSS = sum(residuals(fit)A2)/nrow(datal) # ,zjevna chyba“ datoveho

souboru
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for (j in 1:B){
sub = sample(nrow(datal),replace=TRUE) # vyber s vracenim
boot
fit2 = Im(y ~ .-1, data = boot)
Opt[,j] = sum((datall[,"y"] - predict(fit2, datal))A2)/nrow(datal)-
sum(residuals(fit2)A2)/nrow(boot) #optimismus jednoho bootstrapového vyberu
}
PEimproved = avgRSS + mean(Opt) #odhad predikcni chyby

datal[sub, ] #bootstrapovy vyberovy soubor

return(PEimproved)

}

Pro sto simulaci byl odhad predik¢ni chyby 4122,83

3.5 Pocet validacnich podmnozin a bootstrapovych vybéru

3.5.1 Pocet validaénich podmnozin K-nasobné kfizové validace

V ptipadé¢ K-nasobné kiizové validace je spravnou otazkou, na kolik podmnozin
soubor vlastné rozd¢lit. V praxi se nejvice pouzivaji K = 5 nebo K = 10, ale je vhodné bréat
V potaz i jiné faktory jako je tfeba rozsah souboru. Pokud by datovy soubor nem¢l dostatek
pozorovani (naptiklad 60 pozorovani a vice), nema smysl pouzivat prili§ velka K. Valida¢ni
podmnoziny by vtom piipadé obsahovaly malo pozorovani a hrozilo by, stejné jako u
LOOCYV, Ze odhad predikéni chyby bude sice nevychyleny, ale jeho piesnost by byla sniZzena
vysokym rozptylem. Pro mensi soubory lze tedy pouzit K niZ§i nez 5 nebo zkusit jinou
metodu odhadu predikéni chyby, napiiklad vylepSeny bootstrapovy odhad. Pro datové
soubory s dostateénym poctem pozorovani se nejcastéji pouziva K = 5 nebo K = 10, a to
proto, Ze bylo empiricky dokazano, Ze odhady predikéni chyby jsou za téchto podminek témét

nevychylené (Kohavi 1995 a Breiman, Spector 1992).

3.5.2 Pocet bootstrapovych vybér(

Stejné jako pocet validacnich podmnozin u K-ndsobné kiizové validace, i pocet
bootstrapovych vybéri, ktery by =zajistil spolehlivy odhad predikéni chyby, je neméné

dilezitou otazkou pii aplikaci bootstrapovych metod.

Autofi v riznych volné dostupnych c¢lancich vyuzivaji sice odliSnych datovych
soubort, ale vesmés se na poctu bootstrapovych vybérti shoduji. Naptiklad v (Breiman,
Spector 1992) je uvazovan datovy soubor se Ctyficeti proménnymi a 160 pozorovanimi. Pro

tento soubor se udajné odhad predikéni chyby zlepSuje jen minimalné, jakmile je pocet
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bootstrapovych vybért vzroste nad B = 20. V jiném ¢lanku autor udéva jednoduché pravidlo,
jak se spravné rozhodnout a tika, ze uz B = 25 bootstrapovych vybért dava dobré odhady a ze

jen velmi ziidka se provadi nad B = 200 (Efron, Tibshirani 1993, str. 52).

3.6 Tréninkova chyba a predik¢ni chyba

V kapitolach 1.4 a 1.5 jsem zminoval, Ze kritéria AIC, BIC, R? nebo Rgdj neposkytuji
ptili§ dobré vysledky pfi hledani regresniho submodelu s dobrymi predikénimi vlastnostmi.

Dtivodem je, ze odhady klasickych kritérii v sobé zahrnuji tzv. tréninkovou chybu (Hastie a

kol. 2009) — TE (z angl. training error).

_ ?=1(3’i - }A’i)z _ RSS
n n

TE

(31)

Tréninkova chyba proto, ze na rozdil od odhadii predikéni chyby metodami bootstrap
nebo kiizovou validaci, neni u datového souboru rozliSovana tréninkova a valida¢ni
podmnozina. Na odhad koeficienti regresniho modelu y; jsou vyuzita veskera pozorovani

datového souboru. Predikéni vlastnost modelu je poté ovéfovana na stejnych datech.

Nevyhodou tréninkové chyby je, Ze jeji hodnota neroste s kazdou dalsi vysvétlujici
proménnou zatazenou do regresniho modelu, a to 1 v pfipad¢, Ze dand vysvétlujici proménna
nesouvisi s ostatnimi proménnymi v modelu (Hebak a kol. 2005, str. 88). To ma za nasledek,
ze kritéria, kterd v sobé zahrnuji tréninkovou chybu, maji tendenci upfednostiiovat regresni
modely s vy$8im nez optimalnim poc¢tem proménnych. Pokud by v uvazovaném hypotetickém
datovém souboru byly pouze tii statisticky vyznamné promeénné, kritéria postavend na
tréninkové chybég by zvolila regresni model obsahujici vice nez tyto tfi proménné. Této situaci
se fika preurCeni regresniho modelu (z angl.. over-fitting). Jejich nevyhodou je snizena
interpretace regresniho modelu a jen malo pfesné piredpovédi novych hodnot vysvétlované
proménné (Hastie a kol. 2009). Situace znazoriiujici obecné chovani tréninkové chyby je na

obrazku 4.
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Obrézek 4: Odhad predikéni chyby. Cervena &ara znazoriiuje pribéh odhadu predikéni chyby
pomoci tréninkovych dat pro rizny pocet vysvétlujicich proménnych v regresnim modelu.
Modra ¢ara popisuje pribéh odhadu predikéni chyby za situace, ve které je odhad provadén na
valida¢ni podmnoziné. Zdroj: Hastie a kol. 2009

Vyse uvedené nedostatky jsou diivodem, pro¢ je lepSi pouzivat odhady predikéni
chyby pomoci metod ktizové validace nebo bootstrapu, které rozliSuji tréninkovou a validaéni
podmnozinu (bootstrapovy vybér je svym zpusobem také tréninkova podmnozina). Pribéh
predikéni chyby, kterd je odhadovéana na validacni podmnozing, je zndzornén na obrazku 4
spole¢né s tréninkovou chybou. Detailnéj$i rozbor této predikéni chyby je v nasledujici

kapitole.

3.7 Kompromis mezi rozptylem a vychylenim

V piedchozi kapitole jsem hovofil o tom, Ze odhady predikéni chyby, které vyuzivaji
tréninkové chyby, dobie vystihuji tréninkova data. Tim je mysleno, Ze takto potizené odhady
se téméf shoduji s napozorovanymi hodnotami vysvétlované proménné uvnité datového
souboru. O takovych odhadech se fikd, ze jsou nevychylené. To je sice dobra vlastnost

odhadt predikéni chyby, ale neni to jedina vlastnost. Situaci pfiblizim obecné.

Uvazuji situaci, ve které se pro hypotetickou populaci snazim nalézt takovy regresni
model, se kterym bych mohl ucinit pfedpovédi pro vysvétlovanou proménnou. Z této
populace mohu ucinit libovolny pocet ndhodnych vybért. Na kazdém vybéru aplikuji
nékterou ze Stepwise metod selekce modelu a jako hodnotici kritérium pouZziji nékteré
z kritérii, které v sob¢é zahrnuje tréninkovou chybu. V kazdém vybéru zvolim regresni model

cvwr

determinace nejvys$i hodnota). Vyrovnané¢ hodnoty takto ziskanych regresnich modelil
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znac¢im y. Dale uvazuji, ze mam k dispozici i budouci hodnoty vysvétlované proménné této

populace y?%4,

Piesnost odhadu budoucich hodnot y?%¢ regresni funkci Ize poté vyhodnotit pomoci
MSE (32). Jedna se vlastné o odhad predikéni chyby, ale s tim rozdilem, ze predikéni chybu
odhaduji na jednom datovém souboru. Zde mam Kk dispozici libovolny pocet nahodné

vybranych datovych souborti pochazejici z jedné populace.

MSE(y*® —9) = D(9) + B2(9) + D(¢) (32)

MSE je tedy vlastnost, kterou lze zjistit pfi opakovanych simulacich a popisuje, jak se
odhad vyrovnanych hodnot regresni funkce zvolené podle konkrétniho kritéria v praméru 1isi

od skute¢nych budoucich hodnot. MSE Ize rozlozit na tii ¢leny (32).

Prvni ¢len je rozptyl vyrovnanych hodnot od jejich primérné hodnoty. Vysoké
hodnoty rozptylu nejsou zadouci, protoze to znamena, ze mala odchylka v datech ma velky
vliv na vyrovnané hodnoty y (James a kol. 2013, str. 34). Druhy ¢len je ¢tverec vychyleni

odhadu. Vychyleni pfedstavuje odchylku stfedni hodnoty odhadu od jeho skute¢né hodnoty.

B(®) =E@) — y"? (33)

Obecné plati, ze odhad je povazovan za nevychyleny, pokud jsou tyto hodnoty v
rovnosti. Ttreti €len je tzv. nesniZitelnd chyba (z angl. irreducible error). Nesnizitelna chyba
odpovida rozptylu nahodné slozky a je soucasti variability odhadii predpovédi jakozto forma

penalizace za neznalost budoucnosti.

MSE v ptfipad¢é metod, které k odhadu predikéni chyby vyuZivaji tréninkovou chybu,
nesnizitelnou chybu neobsahuje (Hebdk a kol. 2005, str. 54). To je divod, pro¢ je odhad
predikéni chyby témito metodami téméf vzdy niz$i, a tedy optimistictéjsi, nez v piipadé
metod, které vyhodnocuji predikéni chybu na valida¢ni podmnozing. To je jeden z divodi,

pro¢ se nedoporucuje takové metody pouzivat pro odhad predikéni chyby.

Jestlize je posledni ¢len na pravé stran¢ vyrazu (32) oznaCovan jako nesnizitelna
chyba, ostatni ¢leny lze tedy nazyvat snizitelnou chybou (z angl. reducible rrror). A pravé o
sniZeni téchto hodnot usiluji rizné metody odhadu predikéni chyby.
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Lze ukazat, Ze rozptyl vyrovnanych hodnot je v priméru niz$i u modelid s mensim
poctem vysvétlujicich proménnych v modelu (James a kol. 2013, str. 36). Naopak vychyleni
vyrovnanych hodnot od skutecnych budoucich hodnot vysvétlované proménné se snizuje s
rostoucim poétem vysvétlujicich proménnych v modelu (James a kol. 2013, str. 36). Rozptyl a
vychyleni jsou vzdjemné provdzané a snizeni jedné charakteristiky vede ke zvySeni druhé.

Situaci zachycuje obrazek 5.

Predik¢ni chyba

Ctverec

vychyleni Rozpty|

\\\

Rozmér submodelu

Predikéni chyba

>

Obrazek 5: SloZeni predikéni chyby z hlediska rozptylu a vychyleni.
Zdroj: Hastie a kol. 2009

To odpovidéa na otazku, pro¢ se preur¢ené modely nehodi k odhadu predikéni chyby.
Jejich vyhodou je sice, Ze se mnohem Iépe prizpisobuji datim bez ohledu na to, jestli se jedna
o data ze soucasn¢ho datového souboru nebo z budouciho. To vSe ale za cenu vysokého
rozptylu vyrovnanych hodnot, ktery je u preurCenych modelll pfitomny a ktery sniZuje
ptesnost téchto odhadii (Hastie a kol. 2009). Metody kiizové validace a bootstrapu berou
VvV potaz jak vychyleni, tak rozptyl, a proto jsou obecn& povazovany jako lepSi ndstroje

hodnoceni predikénich schopnosti regresniho modelu.

Jak uz bylo feceno, rozptyl a vychyleni odhadu jsou navzijem provazané a bohuzel
nelze nalézt takovy submodel, v némz by klesly obé charakteristiky najednou. Rozptyl lze
sniZzovat naptiklad rozsitenim datového souboru o nova pozorovani. To ale znamend zvyseni
nakladi a dal$i vynalozeny ¢as na ziskéani dalSich pozorovani. V jiném ptipad€ uz nemusi byt
mozné dals$i data ziskat. Vychyleni je ovlivnéno casteCné pouzitymi metodami, ale také

(stejné jako rozptyl) zavisi na tom, jestli je regresni model pfeur¢en nebo podurcen.
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Nezbyva, nez dosahnout jisttho kompromisu mezi témito hodnotami. Tomu se
v anglické literatufe fika Bias-Variance Trade-Off a pii hledani optimalniho regresniho
submodelu je tento kompromis hlavnim cilem. Pointa tohoto hledani spociva v tom, Ze
nevychyleny odhad nemusi nutné byt ten nejlepsi, protoze mize mit vysoky rozptyl. Odhad
kombinaci, ktera poskytuje nejlepsi predpovédni vlastnosti. To je divod, pro¢ se pii hledani

optimalni dimenze modelu spoléha na minimum predikcni chyby.

4 Aplikace na datech
4.1 Uvod

V teoretické Casti jsem hovofil o klasickych kritériich, jejich vlastnostech a divodech,
pro¢ je lepsi tato kritéria nepouzivat pii vybéru regresniho submodelu uréené¢ho
k ptedpovédim. Jako alternativu jsem postavil kritéria, ktera vyhodnocuji predikéni
schopnosti regresnich modeli pomoci opakovanych simulaci. Fungovani téchto metod bylo
vysvétleno spole¢né s ukdzkou, jak tyto funkce napsat v software R. Metody jsem ilustroval
na datovém souboru felicie, ktery ma pouze dvacet pozorovani. Na tomto datovém souboru

nebyla provedena selekce regresniho submodelu.

Datoveé soubory jako felicie se v praxi pfili§ ¢asto nevyskytuji. Bézné je pracovat s
datovymi soubory ¢itajici desitky proménnych a majici fadové stovky pozorovani. Z datovych
souboril je pak potfeba vybrat optimalni regresni submodel, ktery by poskytl nejptesné;si

pfedpovédi hodnot vysvétlované proménné.

Tento oddil je vénovan pravé hledani optimalniho regresniho submodelu. Za timto
ucelem jsem vygeneroval datovy soubor, na ktery jsem aplikoval jednu z metod selekce
modelu Stepwise s vyuzitim kritérii, o kterych jsem hovofil v pfedchozich oddilech.
Z klasickych kritérii jsem vyuzil koeficient determinace, korigovany koeficient determinace,
AIC a BIC. Zkritérii, kterda vyuzivaji opakovanych simulaci, jsem vyuzil vylepSeny
bootstrapovy odhad predikéni chyby, 5-ndsobnou a 10-nasobnou kiizovou validaci a LOOCV.

Cela prakticka cast byla (stejné jako simulacni metody v ptfedchozich oddilech)

naprogramovana v softwaru R s pomoci vlastnich funkci.
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4.2 Vymezeni pojmU

Matici pozorovani X je mysSlena matice, ve které jsou uloZzena pozorovani
vysvétlujicich proménnych. Matice je rozméru n X K. To znamena, ze ma tolik fadka, kolik
je pozorovani, a tolik sloupct, kolik je vysvétlujicich proménnych (Hebak a kol. 2005).

Vysvétlujicich proménné jsou znaceny X, kde index k nabyva hodnot od 1 do K.

Kovarian¢ni matici X je myslena symetricka, ¢tvercova matice o rozméru K X K, ktera
ma na diagonale rozptyly vysvétlujicich proménnych X;az Xy, mimo diagonalu se nachazi
kovariance téchto proménnych. Kovarianci je mySlena intenzita vztahu vysvétlujicich

proménnych (Bilkova a kol, 2009). Je definovana vzorcem (34).
C(X Xie) = E[(Xi — EXi)) (X — EXi))] ke # ko (34)

4.3 Datovy soubor

Pii generovani datového souboru jsem vychazel =z teoretickych piedpokladt
publikovaného ¢lanku Leo Breimana a Philipa Spectora z ¢asopisu International Statistical
Review z roku 1992. Tento ¢lanek jsem vyuzil z toho divodu, ze obsahoval grafické vystupy,
podle kterych jsem se orientoval pii programovani funkci pro odhad predikéni chyby. Clanek
sam o sob€ zadny kod neobsahuje. Datovy soubor, na ktery byla selekce regresniho

submodelu aplikovana, byl vytvotfen podle nasledujiciho schématu.

Vychézel jsem z klasického linearniho regresniho modelu definovaneho podle

y=XB +e (35)

Vzorec (35) obsahuje vektor napozorovanych hodnot vysvétlované proménné y. Ty
jsou ureny souc¢inem matice pozorovani X a vektoru skute¢nych regresnich koeficienti 8, ke

kterému je pticten vektor hodnot nahodné slozky € (Hebak a kol. 2005, str. 39).

Matice pozorovani X byla vygenerovéna z vicerozmérného normalniho rozdéleni

X~Ng(u X). (36)
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Prvni parametr je vektor stfednich hodnot u, ktery je pro ucely generovani matice
pozorovani nulovy. Druhym parametrem je kovarian¢ni matice X. Hodnoty kovarian¢ni

matice (v€etné rozptyld na diagonale) byly definovany podle vzorce (37)

C (X, Xi) = PIk_k'I (37)

Koeficient p vtomto kontextu nepiedstavuje korelacni koeficient, ale libovolné
volitelnou konstantu. Jeji hodnota byla nastavena na p = 0,7. Pro lepsi pochopeni uvedu
nékolik prikladi. Hodnota v prvnim fadku a prvnim sloupci je jedna, protoze exponent je
Vtomto pfipadé¢ nula. Hodnota v prvnim fadku a druhém sloupci je 0,7 atd. Pocet

vysvétlujicich proménnych (K) byl stanoven na 40.

Dulezitou roli hraje skuteény vektor regresnich koeficientd B. Tento vektor zpravidla
nebyva k dispozici a jeho koeficienty se odhaduji pomoci napiiklad metody nejmensich
¢tvercl. Jelikoz je datovy soubor generovan, jeho hodnoty jsou pfedem znamy. Hodnota

jednotlivych regresnich koeficient je definovana podle (38).

Bio+j = (h—N34 1l <h
Baorj = (h =% I <h (38)

Bzo+j = (h - DAl <h

Podle ¢lanku (Breiman, Spector 1992) jsou uvazovany Ctyfi varianty pro h = 1, 2, 3
nebo 4. K tomu byl navic uvazovany model, kde jsou vSechny skutecné regresni koeficienty
nulové. Pro tcely této prace jsem se zabyval jen modely h = 1 a 2. Vektor skute¢nych
regresnich koeficientt modelu h=1je g,-, =(,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0, 0,
010000000001000000000,0).Proh=2jep,-,=(0,0,0,0,0,0, 0,
0,9410000000094100000000941000,0,0,0,0,0,0).

Pred aplikaci vektoru regresnich koeficientli na matici pozorovani X je tfeba tento
vektor vynasobit urcitou konstantou tak, aby hodnota teoretického koeficientu determinace

byla rovna 0,75 (39). Tuto konstantu je tieba spocitat pro h = 1 a h =2 zvlast. Ve vzorci pro h
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= 2 sta¢i nahradit vektor B,-; novym vektoremp,—_,. Odvozeni tohoto vzorce lze nalézt

_ 3
7 BB,

Aplikovani konstanty g na vektory regresnich koeficientd je B-1 @ Br=» jSou ziskany

Vv priloze.

(39)

nové vektory regresnich koeficientl 8,1 a Bp—2.

Bh=1= aBn=1
(40)
Bh=2 = qBnr=2

Takto vzniklé vektory regresnich koeficientl jsou aplikovany na matici pozorovani X
za Ucelem ziskani vektoru hodnot vysvétlované proménné (vzorec (35)). Na zavér je pricten

vektor nahodné slozky €. Tim je tvorba datového souboru u konce.

4.4 Simulaéni schéma

V ramci hledani kritéria, které by spolehlivé nalezlo regresni submodel s nejlepSimi
predikénimi vlastnostmi, byl pro kazdé z nich datovy soubor (definovany v kapitole 3.3)
vygenerovan celkem 250krét. V kazdé simulaci byla aplikovana metoda Stepwise selekce
Backward s vyuzitim F-testu jako kritéria, podle kterého jsou eliminovany proménné. Na
kazdy takto ziskany regresni submodel jsem postupné spocetl koeficient determinace,
korigovany koeficient determinace, AIC a BIC. Z alternativnich kritérii pak vylepseny

bootstrapovy odhad predikéni chyby, 5-nasobnou a 10-nasobnou kiizovou validaci a LOOCV.

Detailni postup jedné z 250 simulaci je nasledujici. V prvnim kroku je provedena
regrese s plnym modelem, tj. s modelem, ktery obsahuje vSechny vysvétlujici proménné
v datovém souboru. Podotykdm, Ze se jedna o regresi bez konstanty. Nasleduje vypocet
predem urceného kritéria (napt. AIC, odhadu predikéni chyby vylepSenym bootstrapovym
odhadem nebo jednou z metod kiizové validace). Poté by meéla nasledovat eliminace

proménné, jejiz vyfazeni nejvice zlepsi hodnotu sledovaného kritéria.
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Nevyhodou metod Stepwise selekce, jez jsou soucdsti statistickych software, je, ze
pokud je nalezeno minimum zvoleného kritéria, metoda uz dale nepokracuje. Pokud by tedy
bylo nalezeno minimum urc¢itého kritéria v modelu, ktery obsahuje tii vysvétlujici proménné,
nebylo by mozné ziskat hodnoty kritéria pro model se dvéma nebo pouze jednou vysvétlujici
proménnou. Z toho divodu byla selekce proménnych modifikovana tak, Ze je vzdy vylouc¢ena
vysvétlujici proménna s nejnizsi statistickou vyznamnosti méfenou na zakladé F-testu, tj.
s nejvyssi p-hodnotou. Klasicka a simulaéni kritéria se tedy na samotném procesu selekce
nepodili. Nicméné se podle optimalnich hodnot téchto kritérii orientuji pii hledani vhodného

regresniho submodelu.

Proces selekce zacne s plnym modelem a skon¢i v momenté, kdy model neobsahuje
Zadnou vysvétlujici proménnou. Z toho vyplyva, Ze v jedné simulaci je pro metody bootstrapu
a ktizové validace vzdy 41 odhadl predikéni chyby (model, ve kterém neni obsazena zadna
vysvétlujici proménna, je také bran v potaz). Pro klasicka kritéria je odhadt pouze 40, protoze

pro regresni model s zadnou vysvétlujici proménnou nejsou definovany standardni odhady.

4.5 Sledované charakteristiky

Ptedtim, nez za¢nu hovofit o sledovanych charakteristikach u zvolenych kritérii, je

nutné vysvétlit nékteré pojmy.

V kazdé simulaci je v kazdém kroku selekce regresniho submodelu zjisténa hodnota
zvoleného kritéria (AIC, BIC, odhad predikéni chyby atd.). Kazdé hodnoté pak odpovida
pocet proménnych, které dany regresni submodel obsahuje. Sleduji pocet vysvétlujicich
proménnych, které dané kritérium pro regresni model zvolilo jako optimalni, tj. kolik

Cvwr

maximalni hodnotou koeficientu determinace.

Z toho plyne, ze pokud Akaikeho informacni kritérium nalezne v procesu selekce
minimum pro model se dvéma vysvétlujicimi proménnymi, lze prohlasit, ze z pohledu tohoto
kritéria se jedna o model s nejlepsimi predikénimi vlastnostmi. Stejné to plati i pro ostatni
kritéria. Odhada optimalniho poctu vysvétlujicich proménnych je stejné pro kazdé kritérium

stejné jako pocet simulaci, tj. 250.

Diky tomu, ze je datovy soubor simulovany, je mozné nalézt i tzv. skute¢ny optimalni

pocet vysvétluyjicich proménnych. Ten v kazdé simulaci odpovidd poctu proménnych, pti
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kterém je minimalizovana skute¢na predikéni chyba. Skute¢na predikéni chyba PE;,.,. je pro
h = 1 definovana vzorcem (41). Nazev skute¢na je volnym pickladem z anglického true, ktery

je pouzivan v (Breiman, Spector 1992).

PErye = (ﬁ - ﬁ;=1)z(ﬁ - ﬂZ:l)T +0? (41)

Pomoci B je vzorci (41) znagen vektor odhadnutych regresnich koeficienti v kazdém
kroku Backward eliminace proménnych. B}_, je vektor skute¢nych regresnich koeficientd
uréenych vzorcem (40). Chybgjici hodnoty ve vektoru B jsou nahrazeny nulami. Skute¢nou
predikéni chybu regresniho modelu lze chapat jako skute¢nou predikéni schopnost daného
regresniho submodelu. Tuto schopnost se snazim nalézt pomoci odhadii kiizové validace a
bootstrapu. Minima nabyvéa pro regresni submodel, ktery v dané simulaci nejlépe ptedpovida

hodnoty vysvétlované proménné.

Praveé skutecny optimalni pocet vysvétlujicich proménnych se snazim nalézt aplikaci
riznych kritérii na metodu selekce Backward. Jelikoz nahodna slozka zptsobuje, Ze je
generovany datovy soubor pii kazdé z 250 simulaci trochu odlisny, jako skute¢ny optimalni
pocet vysvétlujicich proménnych se povazuje primérnd hodnota poctu vysvétlujicich
proménnych odpovidajici minimu skuteéné predikéni chyby. Tento primér je pro kazdé

kritérium pocitan ptes vSechny simulace a zna¢im ho Dim,;.

Nyni zpét k charakteristikdm, o které jsem se vrédmci simulaci zajimal. Prvni
sledovanou charakteristikou je stfedni ¢tvercova odchylka poctu vysvétlujicich proménnych
odpovidajicich optimalnimu regresnimu submodelu kazdé simulace (podle daného kritéria) od
skutecného optimalniho poctu vysvétlujicich proménnych. Pokud bych oznacil pocet simulaci
TNgim» Poet vysvétlujicich proménnych odpovidajici optimu uréitého kritéria Dim, a skuteény
optimalni pocet vysvétlujicich proménnych jako Dim,,,, hledana stfedni ¢tvercova odchylka
od skutecného optimalniho poctu vysvétlujicich proménnych MSEp;,, 1ze vyjadfit vzorcem

(42). Situaci ilustruji pro kritérium AIC.

Ngim [ A . 2
St Dim, — Dim
MSEAIC — Zl—l ( 3 Opf) (42)

Dim
Ngim
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Tuto charakteristiku Ize nahradit jeji odmocninou z diivodu lepsi interpretace. Ta
kritéria, ktera dosahnou nizs$i hodnoty MSEp;,,, jsou hodnocena jako vhodnéjsi pti hledani
skuteéného optimalniho poétu vysvétlujicich proménnych (pro generovand data). Tuto

charakteristiku jsem zjistoval pro vSechna kritéria.

Dalsi charakteristiky jsem sledoval uz pouze pro metody bootstrapu a kiizové
validace. Pro tyto metody mne zajimala primérnd hodnota minima odhadu predikéni chyby
PE,,;,,. Situaci pro metodu LOOCYV ilustruje vzorec (43). To reprezentuje nalézt v kazdé
z2250 simulaci (pro dané kritérium bootstrapu nebo kiizové validace) minimum odhadu

predik¢ni chyby a spocitat jejich primérnou hodnotu.

Nsim
PLogey = izt Loming (43)

Ngim

v BSELOOCY vivs

Cim niz& je tato hodnota PE:S0

na zéklad¢ zvolené metody.

Poslednim sledovanym kritériem (opét pouze pro odhady kiizové validace a
bootstrapu) byla RMSE odhadu predikéni chyby. MSE odhadu je obecné definovana jako
stfedni ¢tvercova odchylka odhadnutych parametrti od skute¢né hodnoty parametru. RMSE je
definovana jako odmocnina z MSE (RMSE — z angl. root mean squared error). JelikoZ je
v kazdé simulaci skuteéna hodnota predikéni chyby PE;,,,. mirné odlisna, tak je misto jeji
skutecné hodnoty pouzita jeji primeérnd hodnota (ptes vSechny simulace) v kazdém kroku
metody selekce submodelu Backward. To znamena, ze pro kazdou metodu je vzdy celkem 41
primérnych hodnot primérné skute¢né predikcni chyby (pro plny model, pro model bez jedné

proménné atd.) Mizeme ji oznadit PE ;.

N
- stm pE ;
PE, e = M (44)

Ngim

Pokud by byl odhad predikéni chyby v daném kroku Backward selekce submodelu
oznaéen PE,, tak by bylo mozné RMSE odhadu predikéni chyby vyjadfit vzorcem (45).
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7'1Sim(p-El - ﬁtrue )2

RMSE(PE) = \/ Ziz1 (45)

Ngim

Pro kazdé kritérium bootstrapu a kiizové validace je obdrzeno opét 41 hodnot. Kazda
z nich odpovidd RMSE(PE) v kazdém kroku Backward selekce. Vyznam RMSE odhadu
predikéni chyby spociva v tom, Ze umozni posoudit vlastnosti odhadu predikéni chyby
pomoci zvolené metody kiizové validace a bootstrapu. Jednd se rozptyl a piedev§im o

vychyleni odhadu predikéni chyby.

4.6 Simulace v programu R

Oproti kapitolam, které jsem vénoval ilustrovani principu metod v software R, bylo
naprogramovani metod ztizeno o zahrnuti metody selekce regresniho submodelu Backward. A
proto jsem doSel k zavéru, ze je lepsi ho rozdélit do dvou ¢asti. K praci jsou piilozeny dva
soubory s kédem. Prvni soubor obsahuje kod funkci, které generuji data, druhy soubor

obsahuje funkce samotné.

Pii psani kédu jsem se orientoval podle grafickych vystupli v ¢lanku (Breiman,
Spector 1992). Abych zajistil ptesnost vysledkd, bylo nutné odhad predikéni chyby

piizptsobit tomu, ktery je v ¢lanku pouzivan.

Prvni odli$nost spocivala v odhadovani rozdilne charakteristiky. Zatimco se u metod
kiizové validace a bootstrapu zabyvdm odhadem predikéni chyby, v ¢lanku je snaha
odhadnout vlastnost, kterd je nazyvana chybou modelu (z angl. model error) a zna¢ena ME.
Rozdil mezi odhadem chyby modelu a odhadem predikéni chyby spociva v tom, Ze zatimco
odhad predikéni chyby obsahuje nesnizitelnou chybu (viz (32) jakoZto penalizaci za neznalost
budoucnosti, odhad chyby modelu je o tuto hodnotu snizen. Obecné lze skutecnou chybu

modelu vyjadiit pomoci (46).

ME = PE — D(¢) (46)

V praxi se pak nejedna o presnou hodnotu D(e), ale o jeji odhad, ktery je definovan

vzorcem (47).
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RSSy,
) (47)

est(D(e)) =

Diivod, pro¢ je v ¢lanku vyuzivan odhad chyby modelu a ne predik¢éni chyb, spociva

v tom, ze nesnizitelna chyba je pfitomna v kazdém odhadu predikéni chyby a nelze ji snizit
sebelepsim regresnim modelem. Jako takova nic nevypovida o ptedpovédnich vlastnostech

daného regresniho modelu a Ize ji tedy vypustit.

Druha odliSnost spocivala v samotnych odhadech predikéni chyby (resp. chyby
modelu). Situaci ilustruji na odhadu predikéni chyby K-nasobnou kitiZovou validaci. Oproti
odhadu, ktery vyuzivam ja a ktery je definovany vzorcem (20), je odhad predikéni chyby K-
nasobnou kiizovou validaci sumou, nikoliv primérem pies pocet validacnich podmnozin K

(48).

K
PEx_roua = ) (PE_;) (49)
k=1

Stejna situace se opakuje 1 pro odhady predikéni chyby jinymi metodami kiizové
validace nebo bootstrapu. Z toho vyplyva, ze odhady skute¢né predikéni chyby (nebo chyby

modelu) v ¢lanku jsou oproti tém, které¢ pouzivam, N-krat vyssi.

Jak jsem fekl v Uvodu Kkapitoly, odhady jsem konstruoval podle modifikaci
v uvedenych v ¢lanku. V momenté, kdy byla zajisténa shoda grafickych vystupti mych funkci
s grafickymi vystupy v ¢lanku, vlozil jsem do kédu i odhady predikéni chyby tak, jak byly
vymezeny V teoretické ¢asti této prace. Soucasti mnou napsanych Rkovskych funkci odhadu
predikéni chyby je moZnost rozliSovat mezi témito riznymi odhady nastavenim urcitého

parametru.

Z davodu shody nejsou odhady zptisobem uvedenym v ¢lanku (Breiman, Spector
1992) prezentovany. Prezentovany jsou odhady, které jsem definoval v teoretické ¢asti této

prace.
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4.6.1 Parametry funkci

Za ucelem selekce nejlepSiho regresniho submodelu z hlediska piedpovédi jsem
sestrojil dvé funkce. Prvni vyuziva jako kritérium odhad predikéni chyby metodou

vylep$eného bootstrapového odhadu:
bootstr(sim, N, B, mu, G, mod, sigmaEps2, Breiman).

Druha vyuziva jako kritérium odhad predik¢éni chyby metodami kiizové validace (K-
nasobna, LOOCV):

crossval(sim, N, K, mu, G, mod, sigmaEps2, Breiman).

Tato kapitola je vénovana parametrim téchto funkci. Nasledujici kapitola je vénovana

tomu, jak tyto funkce funguiji.

Parametr sim piedstavuje pocet simulaci. Simulaci jsem zvolil 250. Parametr N
odpovida poétu pozorovani, které ma vygenerovany datovy soubor (datovy soubor je
generovan uvniti funkci bootstr a crossval podle schématu kapitoly 4.3). Parametr B funkce
bootstr odrazi pocet bootstrapovych vybéri, parametr K funkce crossval fika, kolikanasobna
ktizova validace je provedena. V ramci simulaci jsem spoustél tuto funkci pro parametry K =
5, 10 a N. Pokud se K = N, spusti se odhad predik¢éni chyby pomoci LOOCV. To je umoznéno
diky tomu, Ze metoda kiizové validace LOOCV pouze extrémnim piipadem K-nasobné

ktizové validace pro ptipad, kdy je valida¢nich podmnozin stejné jako pozorovani.

Parametr mu odpovidd vektoru stfednich hodnot vicerozmérného normalniho
rozdéleni, ze kterého pochazi matice pozorovani X. Jednd se o vektor 40 nul a Ize ho vytvotit

takto: mu = rep(0, 40).

Parametr G zastupuje funkci, kterd generuje kovarian¢ni matici vysvétlujicich
proménnych vicerozmérného normalniho rozdéleni, ze kterého pochédzi matice pozorovani X.

Tuto matici Ize vytvorit funkci G = getCovMatrix(). Jeji funkce vypada nasledovné:

getCovMatrix = function() { #funkce kovariancni matici vysvetlujicich
promennych
G = matrix(NA,nco1=40,nrow=40) #alokace matice, do ktere jsou hodnoty
ukTadany
for (i in 1:40){ #prvni for cyklus
for (3 in 1:40){ #druhy for cyklus
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G[i,j] = 0.7A(abs(i-j)) # hodnoty uvnitf kovariancni matice
} o3
return(G)}

Parametr mod odpovidad funkci adjustCoef, ktera vraci modifikovany vektor
skutecnych regresnich koeficientl tak, aby bylo dosazeno hodnoty teoretického koeficientu

determinace 0,75 (R2 = 0.75). Tuto funkci Ize zavolat takto:
mod = adjustCoef(v = v, G = G, R2 = R2, sigmaEps2 = sigmaEps2).

Funkce adjustCoef je uvedena pod textem. Parametry této funkce jsou kovarianéni
matice G, teoreticky koeficient determinace R2, rozptyl nahodné slozky (je i parametrem
funkci crossval a bootstr) sigmaEps2. Jelikoz nahodna slozka pochazi v téchto simulacich
Z normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou nula a rozptylem jedna, je jeji hodnota nastavena

nal (sigmaEps2 = 1).

adjustCoef = function(v, G, R2, sigmaEps2) {
q = sqrt((sigmakps2/(1 - R2) - sigmaEps2)/(t(v) %*% G %*% v))
return(q * v)

Poslednim parametrem funkce adjustCoef je v. Tento parametr odpovida vektoru
regresnich koeficienti pred jejich modifikaci na nové, pro néz je teoreticky koeficient roven
0,75 (38). Tento vektor lze vytvorit funkci v = getCoefVector() a jeho funkce vypada takto:

getCoefVector = function() { #funkce vrati vektor regresnich koeficientu

v = c(rep(c(rep(0, 9),1), 3), rep(0, 10)) #vektor modelu h=1
#v = c(rep(0,8),9,4,rep(c(1,rep(0,7),9,4),2),1,rep(0,9)) vektor modelu h=2
return(v)}

Poslednim parametrem funkci crossval a bootstr je Breiman. Jedna se o logickou
podminku, diky které funkce provedou odhad predik¢éni chyby zpiisobem uvedenym v ¢lanku
(Breiman=TRUE) nebo podle vzorct v této praci (Breiman=FALSE). Jeji ucel mél vyznam pii

vystavbeé kodu. Veskeré odhady jsou provedeny pro nastaveni Breiman=FALSE.

4.6.2 Funkce odhadu predikéni chyby

Tato kapitola je vénovana vysvétleni fungovani funkci crossval a bootstr. Funkce

crossval provadi opakované simulace, ve kterych je provedena metody selekce regresniho
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submodelu Backward. Jako kritérium hodnoceni predikéni schopnosti regresnich submodel
je zde odhad predikéni chyby metodou kiizové validace. Funkce v sobé zahrnuje tfi smycky
for. V prvni smyCce je vygenerovan datovy soubor. V druhé smycce je datovy soubor
rozdélen na valida¢ni podmnozinu a tréninkovou podmnozinu. Pro K = 5 je ve validacni
podmnoziné vzdy pétina dat, pro K = 10 jedna desetina atd. V posledni smycce je provedena
samotnd selekce, ktera vyfazuje vysvétlujici proménné s nejvyssi p-hodnotou. V kazdém
kroku selekce je proveden odhad predikéni chyby a jeho hodnota uloZena (vzorce (20) a (22).
Cely kdd je nasleduje (v¢etné popiskit).

crossval = function(sim, N, K, mu, G, mod, sigmaEps2, Breiman = FALSE) {
# sim ... pocet simulaci
# N ... pocet pozorovani v datovem souboru
# K ... typ krizove validace K-nasobna
# mu ... vektor strednich hodnot
# mod ...modifikovany vektor regresnich koeficientu
# sigmaEps2 ... rozptyl nahodne slozky
# Breiman ... typ odhadu predikcni chyby (TRUE nebo FALSE)

n = Tength(mod)
PE = matrix(NA, ncol = K, nrow = n + 1)
err = matrix(NA, ncol = sim, nrow = n + 1)

trueErr = err

for (j in 1l:sim) { # prvni smycka
A = mvrnorm(n = N, mu, G, tol = 0, empirical = FALSE) #matice
vysvetlujicich promennych
Noise = rnorm(N) # vector nahodne slozky
yn = (A %*% mod) + noise # vektor hodnot vysvetlovane promenne
dataset = data.frame(yn,A) #datovy soubor
fit = ITm(yn ~.-1, data=dataset) # regrese plneho modelu
RSS

sum((resid(fit))A2) # rezidualni soucet ctvercu

for (m in 1:K) {# druha smycka
testing = data.frame(dataset[ceiling(nrow(dataset)*
(m-1)/K+1) : floor(nrow(dataset)*(m)/K),])
#validacni podmnozina
training = data.frame(dataset[-(ceiling(nrow(dataset)*
(m-1)/K+1) : floor(nrow(dataset)*(m) /K)), 1)
# treninkova podmnozina
for(i in 1:(n + 1)) { # treti smycka - Backward selekce
fit = Tm(yn ~.-1, data=training)
PE[i,m] = sum((predict(fit, testing, se.fit = TRUE)$fit-
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}

testing[,"yn"]1)A2) /nrow(testing) # Odhad predikcni chyby

U = summary(fit)$coef

Training = training[,!(colnames(training) %in%

Y3

rownames (U) [which.max(U[,4])]), drop = FALSE]

#novy treninkovy soubor po provedeni selekce

if (Breiman) {# Logicka podminka

err[,j]

} else {
err[,]]

}

N*rowMeans(PE) - N*RSS/(N - n) #Breiman = TRUE: odhad chyby

modelu podle clanku

rowMeans (PE) #Breiman = FALSE: odhad predikcni chyby podle

teorie v DP

truekErr[,j] = getTrueErr(dataset = dataset, G = G, mod = mod,

sigmaEps2 = sigmaEps2, Breiman = FALSE)

#skutecna predikcni chyba

return(list(Cerr = err, trueErr = trueErr))}

Funkce bootstr také provadi opakované simulace, ve kterych je provedena metoda

selekce regresniho submodelu Backward. Jako kritérium hodnoceni predikéni schopnosti

regresnich submodelt je vylepSeny bootstrapovy odhad predikéni chyby podle vzorce (27).

Funkce v sob¢ zahrnuje ¢tyii smycky for. V prvni smycce je vygenerovan datovy soubor.

V druhé smycce jsou ziskdny hodnoty RSS v kazdém kroku Backward selekce. Treti smycka

provadi bootstrapové vybery. Ve ctvrté smycCce je provedena Backward selekce uvnitt

kazdého bootstrapového vybéru a v kazdém kroku této selekce je proveden vypocet

optimismu (Eb3). Cely kdd je nésleduje (uvadim jen popisky, které se odlisuji od kodu kiizové

validace).

bootstr = function(sim, N, B, mu, G, mod, sigmaEps2, Breiman = FALSE) {

sim ... pocet simulaci

N ... rozsah vyberu

B ... pocet bootstrapovych vyberu

mu ... vektor strednich hodnot vysveltujicich promennych
G ... kovariancni matice vysvetlujicich promennych

mod ... modifikovany vektor regresnich koeficientu
sigmaEps2 ... rozptyl nahodne slozky

Breiman ...

typ odhadu predikcni chyby (TRUE nebo FALSE)

n = length(mod)
RSSJ = matrix(NA, ncol=1l, nrow = n + 1)

EbJ = matrix(NA, ncol=K, nrow = n + 1)
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err <- matrix(NA, ncol=sim, nrow= n + 1)

trueErr = err

for (j in 1l:sim) { #prvni smycka

A = mvrnorm(n = N, mu, G, tol = 0, empirical = FALSE)

noise = rnorm(N)

yn = (A %*% mod) + noise

dataset = data.frame(yn,A)

fit0 = Tm(yn ~.-1, data=dataset)
RSS = sum((resid(fit0))A2)
dataset2=dataset

for (o in 1:(n + 1)) { #druha smycka

}

fitl = Tm(yn ~.-1, data=dataset2)
RSSJ[o,] = sum((resid(fitl))A2) #vypocet RSS v kazdem kroku selekce
U = summary(fitl) $coef
dataset2 = dataset2[,!(colnames(dataset2) %in%
rownames (U) [which.max(U[,4])]),drop=FALSE]

for (m in 1:B) { #treti smycka

}

datasetl=dataset
sub = sample(nrow(datasetl),replace=TRUE)
repdataset = datasetl[sub,drop=F] # bootstrapovy vyberovy soubor

for(i in 1:(n + 1)) { #ctvrta smycka
fit2 = Im(yn ~.-1, data=repdataset)
EbJ[i,m] = sum((datasetl[,"yn"]-predict(fit2,datasetl))A2)-
sum((fit2$residuals)A2) #optimismus bootstrapoveho vyberu
U = summary(fit2)$coef
datasetl = datasetl[,!(colnames(datasetl) %in%
rownames (U) [which.max(U[,4])]) ,drop=FALSE]
repdataset = repdataset[,!(colnames(repdataset) %in%
rownames (U) [which.max(U[,4])]),drop=FALSE]
#novy datovy soubor po provedeni selekce
3 }
if (Breiman) { # Logicka podminka
err[,j] = RSS] + rowMeans(EbJ) - N * RSS/(N - n) #Breiman = TRUE: odhad
chyby modelu podie clanku
else { # nas pristup
err[,j] = (RSS] + rowMeans(EbJ))/N #Breiman = FALSE: odhad predikcni
chyby podle teorie v DP

truekrr[,j] = getTrueErr(dataset = dataset, G = G, mod = mod,

sigmaEps2 = sigmaEps2, Breiman = FALSE)
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#skutecna predikcni chyba
}

return(list(Cerr = err, trueErr = trueErr))}

Pocet bootstrapovych odhadl jednotlivych optimismu byl stanoven na B = 50. 1 zde je
mozné nastavenim kritéria Breiman vybrat mezi odhadem predik¢éni chyby a odhadem chyby

modelu.

Dalsi funkci, kterou je nutné zminit, je getTrueErr, kterd je obsaZzena ve funkcich
bootstr & crossval a ktera vraci hodnotu skuteéné predikéni funkce. Opét je v této funkci
obsaZzena logicka podminka Breiman. Pro Breiman = FALSE je obdrZzena hodnota skutecné
predikéni chyby podle vzorce (44), pro Breiman = TRUE je obdrzena hodnota skute¢né chyby

modelu podle vzorce (46).

getTrueErr = function(dataset, G, mod, sigmaEps2, Breiman) {
# dataset ... dataset

G ... kovariancni matice vysvetlujicich promennych

mod ... vektor regresnich parametru (modifikovany)

sigmakEps2 ... rozptyl nahodne slozky

Breiman ... typ odhadu predikcni chyby (TRUE nebo FALSE)

R R R

n ncol(dataset) - 1 # pocet regresoru
N

trueErr = rep(NA, n + 1) # sem se ukladaji skutecne chyby

nrow(dataset) # rozsah vyberu

ourNames = colnames(dataset)[-1] # nazvy bez vysvetlovane promenne

for(i in 1:(n + 1)) {
coefVec = rep(0, n) # vektor s odhady parametru
names (coefVec) = ourNames
fit = ITm(yn ~.-1, data = dataset)
coefVec[colnames(dataset[-1])] = coef(fit)

dif = coefVec - mod # rozdil mezi odhadnutym a skutecnym vektorem

if (Breiman) { # Logicka podminka
N * t(dif) %*% G %*% dif #Breiman = TRUE: skutecnha chyba

modelu (vzorec 46)

trueErr[i]

} else {
truekErr[i] t(dif) %*% G %*% dif + sigmaEps2 #Breiman = FALSE:

skutecna predikcni chyba (vzorec 44)

U = summary(fit)$coef
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dataset = dataset[,!(colnames(dataset) %in%
rownames (U) [which.max(U[,4])]), drop = FALSE]
#novy datovy soubor po provedeni selekce

}

return(truekrr)

Na zavér je tieba uvést, jakym zptisobem jsem ziskal hodnoty klasickych kritérii (AIC,
BIC, R?, Rgdj). K tomuto tc¢elu uz nebylo nutné sestrojit funkci, stacilo pouze nacist hodnoty
parametrd sim, nrow, mu & N a spustit pfes sebe dvé smycky. V prvni smycce je pro kazdou
simulaci (250) generovan datovy soubor, v druhé smycce pak probiha selekce proménnych

metodou Backward. V kazdém kroku selekce jsou poté spoétena vSechna klasicka kritéria.

Rsq = matrix(NA,ncol= sim, nrow = n) # sem se ukladaji hodnoty koeficientu
determinace
Radjsq = matrix(NA,ncol= sim, nrow = n) # sem se ukladaji hodnoty
korigovaného koeficientu determinace
AIC1
BIC1

matrix(NA,ncol= sim, nrow = n) # sem se ukladaji hodnoty AIC

matrix(NA,ncol= sim, nrow = n) # sem se ukladaji hodnoty BIC

for (a in 1:sim) { #prvni smycka
A = mvrnorm(n = N, mu, G, tol = 0, empirical = FALSE)
noise = rnorm(N)
yn = (A %*% mod) + noise
dataset = data.frame(yn,A) #datovy soubor

for (b in 1:n) { #druha smycka
fit = ITm(yn ~.-1, data=dataset)
Rsq[b,a] = summary(fit)$r.squared #vypocet koeficientu determinace
Radjsq[b,al] = summary(fit)$adj.r.squared #vypocet korigovaneho
koeficientu determinace

AIC(fit) #vypocet AIC

BIC(fit) #vypocet BIC

AIC1[b,a]
BIC1[b,a]

U = summary(fit)$coef
dataset = dataset[,!(colnames(dataset) %in%
rownames (U) [which.max(U[,4])]), drop = FALSE]

#novy datovy soubor po provedeni selekce

3}
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4.7 Vysledky simulaci

Nejprve shrnu nastaveni simulaci. Na datovy soubor definované podle kapitoly 4.3
byla aplikovdna metoda selekce regresniho submodelu Backward. Bylo posuzovéano celkem
osm Kkritérii, jejichz i¢elem je v daném datovém souboru nalézt optimalni regresni submodel
Z hlediska piedpovédi pozorovani. Optimalni regresni submodel zavisel na skute¢ném vektoru
regresnich koeficientd. Byly posuzovany varianty h = 1 a h = 2. Z klasickych kritérii se
jednalo o koeficient determinace, korigovany koeficient determinace, Akaikeho informacni
kritérium a Bayesovo informacni kritérium. Ze simula¢nich kritérii se jednalo o odhad
predikéni chyby pomoci kiizové validace (5-nasobnd, 10 nasobna, LOOCV) a vylepSenym

bootstrapovym odhadem. Nastaveni parametra simulaci je uvedeno v tabulce 2.

Pocet simulaci 250
Rozsah generovaného
- 160
souboru (pozorovani)
Pocet bootstrapovych
1w o 50
vybéri
K™ 5, 10

Tabulka 2: Parametry simulaci

Hlavnim sledovanym kritériem byla stfedni ¢tvercova odchylka poctu vysvétlujicich
proménnych odpovidajicich optimalnimu regresnimu submodelu kazdé simulace (podle
daného kritéria) od skute¢ného optimalniho poctu vysvétlujicich proménnych MSEp;,,. Pro
metody kiizové validace a bootstrapu jsem pak zjist'oval, s jakou ptesnosti metody dokazou

odhadnout skute¢nou predikéni chybu.

4.7.1 Hledani optimalniho regresniho submodelu

Podle kapitoly 4.5 je skute¢ny optimalni pocet vysvétlujicich proménnych chapan jako
prumérna hodnota poctu vysvétlujicich proménnych odpovidajici minimu skute¢né predikéni
chyby. Tento primér je pro kazdé kritérium pocitan pies vSechny simulace a znacim ho

Dim,,. Jeho hodnoty jsou pro kazdou variantu uvedeny v tabulce 3.

h Dimy,
1 3
2 5,968

Tabulka 3:Skuteény optimalni pocet vysvétlujicich
proménnych. Zdroj: Vlastni simulace

“ Plati pouze pro vylepseny bootstrapovy odhad predikéni chyby
Plati pouze pro odhad predikéni chyby K-nasobnou kiiZzovou validaci.
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Pro variantu h = 1 byl skutecny optimélni pocet vysvétlujicich proménnych Dim,,,
presné 3. Pro variantu h = 2 fluktuoval skute¢ny optimalni pocet vysvétlujicich proménnych
kolem Sesti vysvétlujicich proménnych (v zavislosti na hodnotach nahodné slozky). Zajimala
mé piesnost, s jakou kritéria odhadovala tento skutecny optimalni rozmér. K tomuto tcelu
jsem pouzil odmocninu ze stiedni Ctvercové odchylky poctu vysvétlujicich proménnych
odpovidajicich optimdlnimu regresnimu submodelu kazdé¢ simulace od skutecného
optimalniho poétu vysvétlujicich proménnych (42). Cim niz§i odmocnina MSEp;,, tim méné

jsou odhady rozptylené kolem Dim,,,, a tim jsou pfi hleddni tohoto rozméru piesnéjsi.

Odmocnina z MSEp;,,
Klasické kritérium h=1 h=2
R? 37,00 34,03
RZ4j 14,15 10,70
AIC 8,42 5,19
BIC 1,45 2,33

Tabulka 4: Odmocnina z MSE p;,, (Klasicka kritéria). Zdroj:
Vlastni simulace

Nejdiive se budu zabyvat vysledky klasickych kritérii, které jsou uvedené v tabulce 4.
V kapitole 2.4 jsem hovofiil o tom, Ze slabina koeficientu determinace R? spo¢iva v tom, Ze se
jeho hodnota nikdy nesnizi se zafazenim nové vysvétlujici proménné do regresniho modelu.
Pro mnou generovanad data byl podle tohoto kritéria nejlep$i regresni model z hlediska
predpovédi vzdy plny model, tj. model obsahujicich vSech ctyficet prom&nnych. Krabickovy
graf na obrazku 6 ukazuje, Ze pro ob& zvolené varianty (h = 1 a h = 2) dopadla selekce
regresniho submodelu stejné v kazdé simulaci. Tomu odpovidaji i hodnoty odmocniny z
MSEpim. Ztoho vyplyvd, Ze koeficient determinace neni vhodnym kritériem p#i hledani

optimalniho regresniho submodelu z hlediska predikce.
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Koeficient determinace (h=1) Koeficient determinace (h=2)
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Obréazek 6: Krabi¢kovy graf odhadnutych optimalnich rozméra regresniho
modelu podle R?. Nalevo pro variantu h = 1, napravo pro h = 2. Zdroj: Vlastni
simulace

Korigovany koeficient determinace Rﬁdj definovany vzorcem (10) pfinasi zlepseni
v hledani optimalniho regresniho submodelu. Penalizace tohoto koeficientu spociva v tom, Ze
jeho hodnota vzroste, jen pokud vzroste primérnd vysvétlend variabilita vzhledem k poctu
vysvétlujicich proménnych v regresnim submodelu. Pf¥idanim nadbyteénych proménnych by
tedy neméla hodnota RZ, ; vzrist. Krabickovy graf na obrdzku 7 ukazuje Cetnosti, s jakymi

korigovany koeficient determinace volil pocet proménnych v optimalnim regresnim

submodelu.
Korigovany koef. determ. (h=1) Korigovany koef. determ. (h=2)
G [
o |

s " 2 8-
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Obrazek 7: Krabi¢kovy graf odhadnutych optimalnich rozméri regresniho
modelu podle Rﬁdj. Nalevo pro variantu h = 1, napravo pro h = 2. Zdroj:

Vlastni simulace
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Pro variantu skute¢ného vektoru regresnich koeficientu h = 1 byl nejcastéji voleny
regresni submodel ¢itajici 18 vysvétlujicich proménnych. Median byl 17 proménnych
v modelu. Pro variantu h = 2 byla modalni hodnota také 18 vysvétlujicich proménnych,
medidnova pak 16 vysvétlujicich proménnych. Niz§i hodnoty odmocniny z MSEp;,
vypovidaji o tom, Ze Kkorigovany koeficient determinace je piesnéjSim kritériem nez
koeficient determinace. Nicméné penalizace tohoto kritéria neni dostate¢na a pii selekci
regresniho submodelu ma toto Kkritérium tendenci upfednostiiovat preurcené regresni modely.

Ani RZ, ; nent piilis vhodnym kritériem.

Akaikeho informa¢ni kritérium (11) se také neukazuje byt vhodnym kritériem pti
hledani optimalniho regresniho submodelu (viz obrézek 8). I pfes penalizaci, ktera je umérna
poctu vysvétlujicich proménnych v regresnim modelu, byly podle tohoto kritéria nejcastéji
voleny regresni modely s 10 (h = 1) a 12 (h = 2) vysvétlyjicimi proménnymi. Medianoveé
hodnoty po¢tu proménnych byly 11 (h = 1) a 13 (h = 2). Odchylka od skute¢ného optimalniho
rozméru Dim,,; je sice nizsi neZ u obou koeficientil determinace, pofad ale nejedna o piilis

presny odhad skute¢ného rozméru.

Nejzajimavéjsi vysledky z klasickych kritérii pfineslo Bayesovo informacni kritérium
(viz obrazek 9). To oproti Akaikeho informac¢nimu kritériu uplatituje jesté vétsi penalizaci
modell s vét§im poétem proménnych (12). Pro variantu h = 1 bylo toto kritérium z hlediska
konzistence odhadu skute¢ného rozméru presnéjs$i nez odhad predikéni chyby metodou
LOOCV. Pro variantu h = 2 byla konzistentngj$i pti hledani skute¢ného rozméru nez vsechny

odhady predik¢ni chyby.
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Obréazek 8: Krabic¢kovy graf odhadnutych optimalnich rozméra regresniho
modelu podle AIC. Nalevo pro variantu h = 1, napravo pro h = 2. Zdroj:
Vlastni simulace

BIC (h=1) BIC (h=2)
o o b o
= © - @ 2 o o
@O [
r=] .c?—_
7 © o 7 o
[ e — _
£ w - — g |
5 = 3 I
r < - xr © v
™ < - =)

Obrazek 9: Krabi¢kovy graf odhadnutych optimalnich rozméri regresniho
modelu podle BIC. Nalevo pro variantu h = 1, napravo pro h = 2. Zdroj:
Vlastni simulace

Zatimco klasicka kritéria byla posuzovana z pohledu c&etnosti, kritéria odhadu
predikéni chyby pomoci simulaénich metod jsou posuzovana z hlediska jejich primérného
chovani. Grafické vystupy jsou pak uvedeny v nasledujici kapitole. Ptesnost odhadu
skutecného optimalniho rozméru vyjadiend odmocninou z MSEp;,, je uvedena pro kazdou

simula¢ni metodu v tabulce 5.
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Odmocnina z MSEp;,,
h=1 | h=2
10-nasobna k#izova validace 1,42 3,37
5-nasobna kiizova validace 0,77 2,57
LOOCV 3,77 4,68
Vylepseny bootstrap 0,90 5,07

Tabulka 5: Odmocnina z MSEp;,,, (simulaé¢ni Kritéria).
Zdroj: Vlastni simulace

Simulac¢ni kritéria si pfi selekci optimalniho regresniho submodelu pocinala dobte bez
rozdilu. Pocet proménnych, ktery odpovidal primérné minimalni hodnoté odhadu predikéni
chyby, byl jak pro h = 1 tak pro h = 2 blizky Dim,,,,. Pro variantu h = 1 se jednalo o hodnotu

3, pro variantu h =2 byl pocet vysvétlujicich proménnych 6.

Ptesnost simulacnich kritérii v odhadu skutecného optimélniho rozméru byla témét
vzdy signifikantné vys$i nez u klasickych kritérii. Vyjimku tvofilo pouze Bayesovo
informacni kritérium. Ze simulacnich kritérii pak jako nejméné konzistentni vychazi metoda
ktizové validace LOOCV. Nejvice konzistentni metodou se ukazuje byt metoda K-nasobna.
Piekvapivé je, ze ackoliv je v praxi velmi doporu¢ovana metoda 10-ndsobnd kiizova validace,
5-nasobna kiizova validace dosahovala nizSich hodnot odmocniny z MSEp;,,, pro ob¢ varianty
h. Metoda vylepseného bootstrapového odhadu pak vykazuje proménlivou konzistenci.
Zatimco pro variantu h = 1 se zdala byt nejpiesnéjsi, pro variantu h = 2 zaznamenal MSE;,,

signifikantni narist.

Na zakladé simulaci, které jsem provedl, vyplyva, ze z pohledu nalezeni optimalniho
regresniho submodelu je nejvhodngjsi pouzivat metodu K-nasobna kiizova validace a
vylepseny bootstrapovy odhad. Z klasickych kritérii je nejvhodnéjsim Bayesovo informacni

kritérium.

4.7.2 Odhad predikéni chyby a jeji MSE

Metody bootstrapu a kiizové validace odhaduji stejnou charakteristiku — predikcni
chybu. Z toho divodu lze tyto odhady vzajemné porovnavat a na zakladé toho usoudit, ktera
zuvedenych metod nejlépe charakterizuje skuteCnou predikéni schopnost regresnich
submodeli. K tomuto Gcéelu jsem vyuzil charakteristiky RMSE (PE) definovanou vzorcem
(50). Jedna se o odmocninu ze stfedni ¢tvercové odchylky odhadu predikéni chyby od

skute¢né hodnoty predikéni chyby PE,,,,.. Tato hodnota je po¢itina pro kazdy krok selekce
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regresniho submodelu. Jeji prubéh je pro kazdou simulaéni metodu zachycen v pravé Casti
obrazkli 10 az 17. V levé ¢asti téchto obrazkl se nachazi prabeéh primérné hodnoty odhadu
predikéni chyby (modra ¢ara) spolené s pribéhem skute¢né predikéni chyby. Obrazky 10 az
13 popisuji situaci pro variantu h = 1, obrazky 14 az 17 pro h = 2.

9—-nasobna CV (h=1)
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Obrazek 10: 5-nasobna k¥iZova validace pro h = 1. V levé ¢asti obrazku je zachycen pribéh
odhadu predik¢ni chyby (modra ¢ara) spolecné s priibéhem skutecné predikéni chyby (¢erna
¢ara). V pravé Casti je zachycen pribéh RMSE(PE). Zdroj: Vlastni simulace
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Obrazek 11: 10-nasobna k¥izova validace pro h = 1. V levé ¢asti obrazku je zachycen
pribéh odhadu predikéni chyby (modra ¢ara) spolecné s priubéhem skutecné predikéni
chyby (€erna ¢ara). V pravé &asti je zachycen pritbéh RMSE(PE). Zdroj: Vlastni simulace
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LOOCV (h=1)
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Obrazek 12: K¥izova validace LOOCYV pro h = 1.V levé &asti obrazku je zachycen pribéh
odhadu predik¢ni chyby (modra ¢ara) spolecné s priibéhem skute¢né predikéni chyby (¢erna
¢ara). V pravé Casti je zachycen pribéh RMSE(PE). Zdroj: Vlastni simulace
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Obrazek 13: Vylepseny bootstrap pro h = 1. V levé ¢asti obrazku je zachycen pribéh odhadu
predikéni chyby (modra ¢ira) spole¢né s priibéhem skute¢né predikéni chyby (¢erna ¢ara).
V pravé ¢asti je zachycen pribéh RMSE(PE). Zdroj: Vlastni simulace
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9—-nasobna CV (h=2)
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Obrazek 14: 5-nasobna k¥iZova validace pro h = 2.V levé ¢asti obrazku je zachycen pribéh
odhadu predik¢ni chyby (modra ¢ara) spolecné s priibéhem skute¢né predikéni chyby (¢erna
¢ara). V pravé Casti je zachycen pribéh RMSE(PE). Zdroj: Vlastni simulace
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Obrazek 15: 10-nasobna k¥iZova validace pro h = 2. V levé ¢asti obrazku je zachycen pribéh
odhadu prediké¢ni chyby (modra ¢ara) spole¢né s priubéhem skute¢né predikéni chyby (¢erna
¢ara). V pravé &asti je zachycen pritbéh RMSE(PE). Zdroj: Vlastni simulace
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LOOCV (h=2)
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Obrazek 16: K¥izova validace LOOCYV pro h = 2.V levé ¢asti obrazku je zachycen pribéh
odhadu predik¢ni chyby (modra ¢ara) spolecné s priibéhem skute¢né predikéni chyby (¢erna
¢ara). V pravé Casti je zachycen pribéh RMSE(PE). Zdroj: Vlastni simulace
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Obréazek 17: Vylepseny bootstrap pro h = 2.V levé ¢asti obrazku je zachycen pribéh odhadu
predikéni chyby (modra ¢ara) spolecné s pritbéhem skute¢né predikéni chyby (¢erna ¢ara).
V pravé ¢asti je zachycen pribéh RMSE(PE). Zdroj: Vlastni simulace
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Obrazky 10 a 14 popisuji primérné odhady predikéni chyby a RMSE(PE) Vv kazdém
kroku selekce regresniho submodelu. Obrazky 11 a 15 popisuji totéz pro 10-nasobnou
ktizovou validaci. Je z nich patrné, Ze odhady predikéni chyby (modra ¢ara v grafu na
obrazku) s vyuzitim metody K-nasobné jsou v praméru vyssi, nez jsou hodnoty skutecné
predik¢ni chyby (Cerna cara). Toto lze pozorovat jak pro variantu h = 1, tak h = 2. To
znamend, ze odhady pofizené témito metodami vyhodnocuji predikéni schopnosti regresnich
submodelt jako horsi, nez ve skute¢nosti jsou. Zatimco u odhada predikéni chyby 5-nasobnou
kiizovou validaci je vychyleni relativné vyznamné, u 10-nasobné kiizove validace je
vychyleni vyrazné mensi. I RMSE (PE) 10-nasobné kiizové validace je v praméru niZzsi nez u
5-nasobné. Diky tomu, lze odhad predikéni chyby 10-nasobnou kiizovou validaci povazovat

za presnéjsi.

Obrazky 12 a 16 zachycuji odhady predikéni chyby a RMSE(PE) pro ktizovou
validaci LOOCV. Z nich je zifejmé, ze odhady predikéni chyby pofizené touto metodou jsou
téméf nevychylené (modrd ¢ara odhadu predikéni chyby téméf dokonale splyva s ¢arou
znazoriujici priabéh skute¢né predikéni chyby). Hodnoty RMSE(PE) jsou nizsi, nez u 5-
nasobné kiizové validace, a velmi podobné hodnotdm RMSE(PE) 10-nasobné kiizové
validace. Stejn¢ jako 10-ndsobna kiizova validace, i odhad predikéni chyby metodou LOOCV

se pro mnou simulovana data zda byt velmi pfesnym.

Na obrazcich 13 a 17 se nachazi odhady predikéni chyby vylepsenym bootstrapem. Ty
jsou v pruméru nizsi, nez je skutecna predikéni chyba. Bootstrap ma tedy tendenci dé¢lat
optimisti¢téjsi odhady predikéni chyby nez tieba K-nasobna ktizova validace. Jeho vychyleni
je ale relativné nizké. Spole¢né s velmi nizkymi hodnotami RMSE (PE), 1ze odhad predik¢ni

chyby pomoci vylepSeného bootstrapu povazovat za presny odhad skutecné predikéni chyby.

Na zavér uvadim primérné hodnoty odhadu predikéni funkce v optimalnim regresnim

submodelu, ktery byl vyhodnocen podle jednotlivych metod.

Odhad predik¢ni chyby h=1 h=2
10-nasobna kiizova validace 1,0205 1,1489
5-nasobna kiizova validace 1,0240 1,1706
LOOCV 1,0235 1,1302
VylepSeny bootstrap 1,0199 1,1506

Tabulka 6: Odhady predikéni chyby v optimalnim regresnim submodelu.
Zdroj: Vlastni simulace
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5 Zavér

V této praci jsem se zabyval nalezenim vhodného kritéria, pomoci kterého lze vybrat
z velkého poctu vysvétlujicich proménnych takovy regresni submodel, ktery by byl
nejoptimalnéjsi z hlediska predpoveédi novych hodnot vysvétlované proménné. Nejdiive jsem
se vénoval kritériim, ktera jsou v praxi velmi vyuzivana. Jednalo se o koeficient determinace,
korigovany koeficient determinace, Akaikeho informacni kritérium, Bayesovo informacni
kritérium. Jako alternativu jsem piedstavil metody bootstrap a kiizovou validaci, které
vyhodnocuji predikéni schopnosti regresnich submodelli pomoci opakovanych odhada
ztratové funkce, kterd se v tomto kontextu nazyva predikéni chybou. Nazorn¢ jsem ukazal, jak

tyto metody naprogramovat v softwaru R.

Ze simulaci, které jsem provedl, vyplyva, ze koeficient determinace, upraveny
koeficient determinace a Akaikeho informaéni kritérium neni vhodné pouzivat jako Kritéria
pro volbu regresniho submodelu pro piipady, Ze je ucelem hledani regresniho submodelu
s nejlepSimi predikénimi schopnostmi. Tato kritéria maji tendenci volit pfeuréené modely, tj.
modely, které obsahuji vétSi pocet vysvétlujicich proménnych. Takto zvolené modely pak

dobfe pasuji na datovy soubor, ale jejich predpovedi vykazuji nizsi presnost.

Zajimavou vyjimku tvofilo Bayesovo informaéni kritérium, které oproti pivodnimu
predpokladu, dokazalo nalézt optimalni pocet vysvétlujicich prom&nnych pro obé testované
varianty h =1 ah = 2. Z vysledkt simulaci vyplyva, ze se toto kritérium osvédcuje pii hledani

regresniho submodelu pro ucel konstrukce predpovédi.

Déale ze simulaci vyplyva, ze ackoliv metody bootstrapu a kiizové validace jsou

Vv priméru uspéSné pii hledani optimalniho regresniho submodelu, K-nasobna kiizova

v

proménnych kolem skutecné hodnoty.

Na zavér jsem porovnaval to, ktera z uvedenych metod nejlépe odhaduje skute¢nou
predikéni schopnost regresnich submodelii. V tomto ohledu se nejlépe osvédcily metody K-

nasobna, LOOCV a vylepsSeny bootstrapovy odhad.

Z tohoto pohledu povazuji cile této prace za splnéné.
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7 Prilohy

Piiloha ¢. 1: Datovy soubor felicie

n | cena | stari | najeto
1| 167 3 106
2 | 139 4 134
3| 159 4 51
4 | 135 5 102
5| 139 5 125
6 | 139 6 104
7 | 139 6 49
8 | 145 6 74
9 | 109 7 156
10 | 119 7 147
11| 129 7 59
12 | 135 7 83
13| 99 8 137
14| 99 8 91
15| 109 8 114
16 | 119 8 97
17| 63 9 298
18 | 69 9 165
19 76 9 172
20| 77 9 145

Priloha ¢&. 2: Odvozeni koeficientu q
Pro odvozeni koeficientu g je nutné vyjit zrovnice teoretického koeficientu

determinace. Ten je definovan vzorcem (49).

D(e)
Ie)) (49)

R72"e0r =1

Ve vzorci (49) je D(e) rozptyl nahodné slozky. Ten byl pfedem zvolen roven 1
(D(e) = 1). Ve jmenovateli se nachazi rozptyl hodnot vysvétlované proménné y. Hodnota

R%,,, je nastavena na 0,75. Z toho plyne, Ze Ize vzorec (49) vyjadtit podle (50).

D(y) =4 (50)
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Za piedpokladu, Ze je matice pozorovani X nendhodna, odpovida rozptyl y rozptylu
nahodné slozky (Hebdk a kol. 2005, str 40). To pro pfipad generované matice pozorovani

neplati a rozptyl vysvétlované proménné Ize rozlozit podle vzorce (35):
D(y) = D(XBy) + D(e). (51)
D(€) je rovno 1, takze lze vzorec (51) zapsat jako:
3 =D(XBh). (52)

Ze vzorce je (51) lze vytknout vektor regresnich koeficienta B}. Tento vektor
odpovida jiz novému, modifikovanému vektoru, ktery odpovida hodnoté teoretického
koeficientu determinace 0,75. V zavorce poté zistane pouze ¢len D(X), coz je akorat jiné

vyjadfeni pro kovarian¢ni matici vysvétlujicich proménnych X.

3 =B IB;, (53)

Podle vzorce (40) volim koeficient g, kterym je tfeba vynasobit vektor regresnich

koeficientt B}, za Gc¢elem ziskani B},. Vzorec (53) Ize tedy upravit:

3 = (qBr)"Z(aBr). (54)

Nakonec je tieba koeficient g vytknout (55).

3
1~ )
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