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Abstrakt

Prace se zabyva ekonometrickou analyzou ceny mobilnich telefonii na zakladé
vybranych parametra. Cilem této prace je zjistit, které z vybranych parametri maji vliv na
vyslednou cenu nového mobilniho telefonu a jakym zptsobem ji ovliviiuji. V teoretické ¢asti
se nejdiive zabyvam regresnim modelem a urCovéanim statisticky vyznamnych proménnych a
vyznamnosti modelu jako celku. Dale pak pfedstavim rtizné postupy pro hledani a vybér
nejlepsiho odhadu modelu. V této praci se zamé&im na tii postupy vybéru vysvétlujicich
proménnych, a to: vybér nejlepsi podmnoziny, postupny vybér vpied a postupny vybér zpét.
Nakonec se jesté zminim o zjiStovani multikolinearity a testovani heteroskedasticity. V druhé
¢asti pak aplikuji jednotlivé postupy vybéru vysvétlujicich proménnych a pro kazdy z nich, na
zakladé kritérii stanovenych v prvni casti, vyberu nejvhodnéjsi model. Vybrané modely
nakonec porovnam mezi sebou a ur¢im ten nejlepsi z nich.

Kli¢ova slova: ekonometrickd analyza, regresni model, vybér proménnych, mobilni telefon

Abstract

The work deals with the econometric analysis of the prices of mobile phones based on
the selected parameters. The aim of this thesis is to determine, which of the selected
parameters affect the price of a new mobile phone and how they affects the price. The
theoretical part deals at first with the regression model and determining statistically
significant variables and significance of the model as a whole. Then | introduce different
procedures for finding and selecting the best estimate for the model. In this thesis I will focus
on three procedures for the selection of explanatory variables: best subset selection, forward
stepwise selection and backward stepwise selection. Finally 1 mention the detection of
multicollinearity and heteroscedasticity testing. In the second part, | apply different
procedures for the selection of explanatory variables and afterwards, based on the criteria
defined in the first part, 1 will select the best model. Finally, I compare these models and
choose the best one.

Keywords: econometric analysis, regression model, selection of the variables, mobile phone
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1 Uvod

Casy, kdy se mobilni telefony pouzivaly pouze k telefonovani, jsou davno pryé¢
a v poslednich letech se diky technologickému pokroku stavaji stale vSestrannéjSimi produkty.
Mobilni telefony jsou v dnesni dobé naprosto béznou soucasti naseho zivota. Dalo by se fici,
ze vlastnit mobilni telefon je dnes témér nutnost. Na trhu je jich k dispozici nepteberné
mnozstvi s velkym poctem technickych i netechnickych parametri. Ve své praci se pokusim
o ekonometrickou analyzu zavislosti ceny mobilnich telefoni na vybranych technickych

parametrech.

Pro tuto préci jsem zvolil devét vysvétlujicich proménnych, které vyznamné ovliviuji
vyslednou cenu telefonu. Vysvétlovanou proménnou je pak samotna cena mobilnich telefont.
Data jsem cerpal z webu www.mobilmania.cz a z internetového obchodu www.czc.cz. Data
jsou povazovana za prufezova data a byla ziskdna v jednom okamziku, nejedna se o ¢asovou
fadu. Pro tuto praci jsem pouzil 70 mobilnich telefont riznych znacek a cenovych kategorii
(jedna se o skromny vzorek z momentélni velmi rozsahlé nabidky). Do vybéru jsem zatadil
jak telefony zndmych znacek, jako Samsung, ¢i Apple, tak i méné znamych jako napt. CAT,
Zopo a jiné. Vybiral jsem také telefony vSech cenovych kategorii, aby byl vzorek

-----

20 000 Ke¢.



2 Vyvoj cen mobilnich telefonu

Prvni opravdu mobilni telefon, ktery spatfil svét, byl Motorola DynaTAC 8000X a bylo
to roku 1983. Prototyp telefonu byl ptedstaven uz roku 1973, ale kviili nezbytnym tpravam a
vybudovanim sit¢ byl vypuStén na trh az o 10 let pozd¢ji. Rozméry telefonu byly
33 x 4,3 x 8,9 cm, vazil necelych 800g a jeho cena byla 3 995 USD (ptiblizn¢ 100 000 K¢).
Baterie vydrzela na jedno nabiti ptiblizné 30 min hovoru, popft. 8 hodin pohotovostniho stavu.
I pies vysokou zavadéci cenu byl o tuto novinku obrovsky zajem. Pro porovnani napt. iPhone
prvni generace, predstaveny roku 2007 mél rozméry 115 x 61 x 11,6 mm, vazil 135g, baterie
mela vydrzet az 8 hodin hovoru, nebo 250 hodin pohotovostniho rezimu a cena byla
399 USD (ptiblizn¢ 10 000K¢).

Obrazek 1: Motorola DynaTAC 8000X
Zdroj: http://cdr.cz/

Roku 1989 Motorola uvedla na trh novy druh mobilnich telefoni s odklopnym
krytem, tzv. flipem. Model MicroTAC uz byl o vice nez polovinu lehéi nez model z roku
1983 a zakladni verze stala 495 USD. Byl to prvni kapesni telefon a poprvé se zacalo
uvazovat o mobilnich telefonech jako o kapesnim zafizeni. Dal$im revolu¢nim telefonem byla
Motorola StarTAC z roku 1996, ktera vazila pouhych 88g a méla rozmeéry 95 x 57 x 23 mm,
jeji cena ovSem Ccinila 1 000 USD. AZ do této doby umély vSechny telefony pouze volat,
Vv nadstandartnich ptipadech i ¢ist SMS zpravy a displeje téchto telefonli se podobaly spise
dnesnim kalkulackdm, nez mobiliim, jak je zndme.

Jednim z prvnich mobild, ktery se uz vice podoba tém dneSnim, byla Nokia 3210. Ta se
na trhu objevila roku 1999 a jeji cena byla, v porovnani svySe zminénymi, pouze
149,99 liber. Byl to jeden z prvnich modelt, ktery obsahoval skrytou anténu. Nokia prodala
160 miliont kust tohoto modelu. Miizeme tedy sledovat, Ze se postupem Casu cena mobilnich
telefont snizuje a ty se tak stavaji stale dostupnéjsi i Siroké vefejnosti. Napiiklad v roce 1996



cena novych mobilnich telefonti na ¢eském trhu zacinala na ¢astkach okolo 10 000 K¢, coz
bylo vice nez primérna hruba mési¢ni mzda v té dob&. Dnes mame moznost zakoupit novy

vwrowor

telefon za podstatné nizsi Castku.

Na cenu mobilnich telefoni maji vliv rovnéz materialy, z jakych jsou vyrobeny. Jako
hlavni material, ktery se pouziva, je plast. Jak ukazuje nasledujici graf, az 50% mobilu se
sklada z plastu, ale podstatnou cast tvoii naptiklad méd’ a v niz§im mnozstvi se nachazi i
drahé kovy jako sttibro, zlato a palladium. I kdyz se v jednotlivych kusech nachazi jen malé
mnozstvi téchto drahych kovili, v roce 2008 se na vyrobu 1,126 miliardy novych telefonil
spotfebovalo mimo jiné 280 tun stiibra, 27 tun zlata a 10 tun palladia.

Z ceho se sklada mobil

B Epoxidové pryskyiice
B Silikonové plasty
I Ostatni materialy
B Zinek
St¥ibro
B Nikl
B Zelezo
I Keramika
B Med
B Protipozami retardanty plastl
I Plasty ostatni
Plasty PPS
Plasty ABS - PC

Obrazek 2: Z ¢eho se sklada mobil
Zdroj: https://www.enviwiki.cz/

Zajimavym tématem je také vyrobce, protoze, stejné jako u vétSiny vSech vyrobki, za
znacku se plati. Do roku 2011 byla jednozna¢né nejvétsim producentem mobilnich telefonti
Nokia, ktera jeste¢ v roce 2011 prodala pies 422 miliont kusd, coz bylo 23,8% z celého trhu.
Od té doby ale pozice Nokie sldbla a uz v roce 2012 ji na pomyslné prvni pficce vystiidal
Samsung. Posledni roky ziistava nejvetsim vyrobcem pravé Samsung a na druhém misté je
Apple. Nasledujici tabulka ukazuje pét nejvétSich vyrobet a jejich pozici na trhu za roky 2015
a 2014.



Samsung 320,219.7 22.5 307,596.9 24.7
pple 225,850.6 15.9 191,425.8 15.4
Huawei 104,094.7 7.3 68,080.7 5.5
Lenovo/Motorola 72,748.2 5.1 81,415.8 6.5
iaomi 65,618.6 4.6 56,529.3 4.5
Others 635,368.5 44.6 539,691.3 43.4
otal 1,423,900.3 100.0 1,244,739.8 100.0

Tabulka 2.1: Worldwide Smartphone Sales to End Users by Vendor in 2015 (Thousands of Units)
Zdroj: http://www.gartner.com/

Jakou hodnotu ma takova znacka, nelze Upln¢ snadno vycislit. Naptiklad novy
iPhone 5 spaméti 16 GB stal 649,99 USD. OvSem pouze 226,85 USD stoji jednotlivé
komponenty a materiadly potfebné k vyrobé jednoho kusu. Tato ¢astka je dokonce vcetné
vyrobnich nakladi a licen¢nich poplatki. Dale bychom méli rovnéz zahrnout dalsi typy
nakladt jako vyzkum a vyvoj, prodejni, vSeobecné a administrativni a Vv neposledni fadé¢
maloobchodni marze. Tyto naklady jsou odhadnuty nasledovné: vyzkum a vyvoj 18,85 USD
na kus, prodejni, vSeobecné a administrativni naklady 42,33 USD na kus a marze 68,90 USD
za kus. Pokud naklady sefteme, obdrzime celkové néklady na vyrobu a prodej jednoho
iPhonu 5 v hodnoté 356,93 USD. Z toho vyplyva, ze profit spole¢nosti Apple je 293,06 USD
za kus, coz je témét 50%, jak miZeme vidét v nasledujicim grafu.

What you're paying for when you buy an iPhone 5?

45%

Operating
Expenses
9%

Obriazek 3: What you're paying for when you buy an iPhone 5?

Zdroj: http://www.digitaltrends.com/

Porovnanim mobilnich telefont riznych znacek, naptiklad Motorola a Apple, zjistime,
ze si za znacku Apple pfiplatime vic. Porovnejme vySe zminény iPhone 5 s Moto G od
Motoroly. Novy iPhone 5 stal 649,99 USD v zakladni verzi s 16GB paméti, zatimco podobna
Moto G stala pouhych 179 USD. V prvé tad¢ je tieba zahrnout soucastky, ze kterych se oba
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telefony vyrabi. Rozbor téchto komponent prokazal, ze celkova cena komponent telefonu
iPhone 5 je témét dvakrat vyssi nez u Moto G. Pfi porovnani cen jednotlivych dili zjistime,
ze krom¢ baterie jsou vSechny dily iPhone 5 drazsi nez u Moto G. Celkova cena komponent je
tedy 109,75 USD u Moto G a 198,85 USD u iPhonu 5. Tady je poprvé zietelny vliv znacky na
cenu. Zatimco maloobchodni cena Moto G je pouze o 73 USD vy$$i nez suma cen
jednotlivych komponent, finalni cena iPhonu 5 je vyssi o 450 USD. Jak jsme jiz vysvétlili, do
vysledné ceny musime zahrnout i dalsi naklady. Ale i kdybychom u Motoroly uz dalsi
naklady nezapocitavali, byl by profit z jednoho kusu ptiblizné 41%. Uz tento podil je mensi
nez u Applu a jeho skute¢nd hodnota bude jesté o poznani mensi.

DalSim vyznamnym vlivem, ktery se promitne do vysledné ceny, je také strategie
spole¢nosti, postaveni spole¢nosti na trhu a zptsob, jakym se snazi vydélavat penize. Apple
se snazi vydélat penize na hardwaru, coz je klicovy dtivod, pro¢ jsou jeho produkty drazsi.
Proto ma Apple vysokou marzi na telefonech i dalSich zatizenich, nebot’ to je hlavni zdroj
jeho piijmu. Stejnou strategii voli napt. i Samsung. Rozdil mezi Samsungem a Applem je
V tom, Ze Samsung se zamétuje na Sirsi spektrum zakaznikl a tim padem se zajima hlavné o
celkové mnozstvi prodanych zatizeni. Proto vyrabi jak luxusni telefony, tak i telefony cenové
dostupnéjsi, a nemé na jednotlivych kusech takovou marzi, jako pravé Apple. Rozdilnou
strategii ma napft. pravé Motorola nebo Google. Google se snazi svymi telefony Nexus rozsitit
operacni systém android mezi co nejvice uzivatell, protoze jeho zisky neplynou hlavné
z prodeje jednotlivych zafizeni, ale zejména z reklam, vyhledavani a dalSich sluzeb, které
poskytuje. Strategie, kterou praktikuje Google, se zamé&fuje na dlouhodobou spolupraci
S jednotlivymi zdkazniky a tim padem i dlouhodoby vynos. Proto se snazi prodavat sva
zafizeni tak levng, jak je to mozné.
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3 Faktory ovliviujici cenu mobilnich telefonu

3.1 Data

Data jsem ziskal na internetovych serverech www.mobilmania.cz a WWW.CZC.CZ
12. 12. 2014. Pro svou analyzu jsem vyuzil 70 mobilnich telefonli riznych znacek a
spektrum a aby v kazdé cenové kategorii byl podobny pocet vzorkt. Jedinym kritériem pro
vybér pak bylo, aby se u uvedeného vzorku nachézely vSechny potfebné informace. Ackoliv
se jednalo o jediné kritérium, vétSina telefonii ho nespliiovala. U mnohych chybéla alespon
¢ast informaci, které¢ byly nezbytné k mé analyze, a i u n¢kterych vzorki, které jsem pouzil,
jsem musel nékteré udaje dohledavat bud’ pfimo na strankach vyrobce, nebo na internetovych
forech k jednotlivym modelim. Obrazek 4 znazornuje cetnosti vzorkd v jednotlivych
cenovych skupinéch.

25

20
15
10
5
0 T T T

0-3999 4000 - 7999 8000 - 11999 12000 - 20000

Cenové skupiny

Pocet vzorkt

Obrizek 4: Cetnosti vzorkii v jednotlivych skupinich

Zdroj: autor

3.2 Proménné

Do regresniho modelu jsem zahrnul deset proménnych, z nichz dvé jsou definovany
jako tzv. dummy proménné. To znamend, Ze nabyvaji pouze hodnot jedna, pokud je dana
skutecnost pravda, a V ostatnich pfipadech ma hodnotu nula. Ostatni jsou kvantitativni

promeénné.

Jednotlivé proménné jsou:

e (Cena
e pamét
e RAM

11



e jemnost displeje
e thlopticka

o vydrz

e pocet jader

e fotoaparat

e android

e iPhone

V nasledujici tabulce jsou uvedeny zakladni charakteristiky jednotlivych proménnych.
Z téchto charakteristik je pak zietelné, ze do analyzy jsou zahrnuty vzorky z nejriznéjSich
nejen cenovych, ale i vykonnostnich kategorii. U dummy proménnych je uveden pouze pocet
telefontl, které nabyvaji hodnotu jedna.

Cena 7684,29 7000 1700 20000 | K¢

Pam&t 15,60 16 4 64 | GB - —
RAM 1581,71 1536 128 3072 | MB - —]
Jemnost displeje 324,97 312 165 534 | PPI /
Uhlopficka 4,84 5 4 6 | palce - —
Vydrz 2319,89 2200 1150 4000 | mAh /
Pocet jader 4,23 4 2 8 | kusy /
Fotoaparat 10,84 11 2 } Mpix /
iPhone 5

Tabulka 3.1: Zakladni charakteristiky proménnych

Zdroj: autor

3.2.1 Vysvétlovana proménna

Vysvétlovanou proménnou, jak uZ bylo zminéno, je ,.cena“ jednotlivych telefont.
Ne kazdy si miZe dovolit vybirat jen podle vlastnosti a parametri a obvykle je hlavni
kritérium, podle kterého se nakonec rozhodujeme pii koupi nového telefonu praveé cena. Cena
bude v celé praci vyjadiena v K¢ a je aktualni ke konci roku 2014.

3.2.2 Vysvétlujici proménné

Ostatni proménné jsou vysvétlujici neboli nezavislé proménné, budu se pomoci nich
snazit popsat variabilitu vysvétlované proménné. Vétsina téchto proménnych je podle mého
nazoru dilezita pro vykon a celkovy dojem z telefonu a sjejich rostoucimi hodnotami
oc¢ekavam, Ze se bude zvySovat i cena. V nasledujici Casti se ke kazdé z vysvétlyjicich
proménnych vyjadiim podrobnéji.

Pamét

Pamét telefonu znaci, kolik dat je mozno do né¢ho uschovat a pro vétSinu lidi to byva
jedno z hlavnich kritérii. Pamétova karta byva obvykle jednou z nejdrazsich komponent.

12



RAM

Jedna se o operacni pamét’, na které zavisi rychlost celého systému telefonu. Také je na
ni zéavisli multitasking, moznost piepinat mezi aplikacemi a pokracovat v misté, kde se
skoncilo.

Jemnost displeje

Tato hodnota udava kolik bodi je displej schopen zobrazit na jednom palci. Je to jeden
z faktord vypovidajicich o kvalité displeje, ktery byva obdobné jako pamétova karta jednou
Z nejdrazsich ¢asti telefontl.

Uhlopiitka

Udava velikost displeje. Obecné plati, Ze vétsi displeje jsou drazsi.

Vydrz

Vydrz telefonu je udavana v mAh (=miliampere-hour). Znaci kapacitu baterie, resp. jak
dlouho vydrzi telefon v pohotovosti.

Pocet jader

Udava pocet jader v procesoru. Ackoliv vykon procesoru mimo jiné nezavisi pouze na
jejich poctu, ale také na typu jednotlivych jader, z divodu velkého mnozstvi riznych druhii
jsem se omezil pouze na jejich pocet. Efekt vétsiho poctu je takovy, ze nam pomtizou udrzet
v chodu vétsi pocet aplikaci, bez vyrazného zpomaleni telefonu.

Fotoaparat

Udava jaké rozliSeni mé zadni fotoaparat. Pokud telefon obsahuje i pfedni, neni jeho
hodnota do této proménné zahrnuta.

Android (A)

Prvni dummy proménna, ktera ma hodnotu jedna v pifipadé, ze telefon vyuziva operacni
systém android. Pokud tomu tak neni, hodnota této proménné je nula.

iPhone

Druha dummy proménna nam fika, zda se jedna o telefon znacky Apple, hodnota se
rovna jedné pokud je telefon od znacky Apple, nebo se hodnota rovna nule pokud tomu tak
neni. Tuto proménnou jsem vybral, protoze velmi velky vliv na cenu jednotlivych telefoni ma
mimo jiné pravé jeji znacka. Znacek je ovSem obrovské mnoZstvi a zahrnout je vSechny by
bylo problematické pro feSeni. Telefony znacky Apple maji ovSem obvykle v porovnani s
telefony stejné kategorie nizsi hodnoty vSech sledovanych technickych parametrii. V tabulce
3.2 je prave takové porovnani.
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Tabulka 3.2: Porovnani vybranych vzorki

Zdroj: autor
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4 Vyber vysvetlujicich proménnych
regresniho modelu — kritéria a metody

4.1 Regresni model

Regresnim modelem se snazime pomoci koeficientd popsat vliv vysvétlujicich
proménnych na hodnoty vysvétlovanych proménnych. Vicenasobny linedrni regresni model
vypada takto:

y = BO + lel + BZXZ + + Bka + u, pI’O k = 1, 2, ,] 41

kde:

Yy je vysvétlovand proménna,

Bo je konstanta,

fj Je J-ty regresni koeficient j-té vysvétlujici proménné X;
U je ndhodna slozka a

k ptedstavuje pocet vysvétlujicich proménnych.

Hodnoty koeficientd toho modelu jsou neznamé, a proto se odhaduji. Pro takovyto
odhad se pouziva metoda nejmensSich Ctverct, jejimZ cilem je minimalizovat soucty ¢tverct
rezidui, resp. odchylek vyrovnanych hodnot zavislé na pozorovanych hodnotach. Odhad
regresniho modelu vypada néasledovné:

S\I= Go+lel+32X2+"‘+Gka, prOk:], 2, ...,j, 42

§ je vyrovnand hodnota y,
B, je bodovy odhad konstanty fo,
Gj je j-ty bodovy odhad neznamych parametrti f;.

U takovych to regresnich modelti se pomoci testd urCuje, zda jsou jednotlivé
vysvétlujici proménné statisticky vyznamné, ¢i nevyznamné. Existuje pak nékolik postupi,
podle kterych se pak model upravuje, aby jeho kone¢na verze obsahovala jen proménné, které
jsou statisticky vyznamné, tzn., ze zbylé vysvétlujici proménné statisticky vyznamné
ovliviiyji vysvétlovanou proménnou y. Nesmime také zapomenout na celkovy F-test, ktery
zhodnoti vhodnost modelu jako celku. F-testem testujeme, jestli vysvétlovana proménna
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zavisi na linearni kombinaci vysvétlujicich proménnych, které jsme zahrnuli do naseho
modelu. Pokud bychom v F-test nezamitli nulovou hypotézu, museli bychom vybrat novou
mnozinu vysvétlujicich proménnych. 12

4.2 UrCovani statisticky vyznamnych a nevyznamnych
vysvétlujicich proménnych

Urcit, jaké promeénné jsou pro model statisticky vyznamné a jaké ne, je zasadni pro
celou analyzu. Bez ohledu na to, jakym zpisobem se finadlni model sestroji, urovani
vyznamnosti proménnych je vzdy stejné, pouziva se k tomu tzv. t-test.

Nulova hypotéza t-testu fika, Ze neni zadny linearni statisticky vyznamny vztah mezi xi
a y, oproti tomu alternativni hypotéza tvrdi, ze vztah mezi Xx a y je, tudiz je proménna
statisticky vyznamna. Mizeme to zapsat nasledovné:

Ho: B =0,prok =12, ...,}j, 4.3

Ha: B #0,prok=1,2, ..., J. 4.4

Pokud plati B, = 0, pak proménna Xy neni statisticky vyznamna a z modelu ji mizeme
vyfadit. Pro uréeni, zda miZeme nulovou hypotézu odmitnout nebo nikoliv, pouzivame t-
hodnotu. T-hodnota se spocita jako pomér odhadu koeficientu vysvétlujici proménné a
odhadu jeji stfedni chyby:

ti = Bi/se(Br). 4.5

T-hodnotu pak porovname s tabulkovou Kkritickou hodnotou Studentova t-rozdéleni
s hladinou vyznamnosti o a n - j stupni volnosti.

t*Nt(x/Z,(n—j) 46

! WOOLDRIDGE, Jeffrey M. Introductory econometrics: a modern approach. 4th ed. Mason, OH: South Western,
Cengage Learning, c2009.,s. 71-74. ISBN 0324660545.

2 JAMES, Gareth, Daniela WITTEN, Trevor HASTIE a Robert TIBSHIRANI.An introduction to statistical learning:
with applications in R. Springer texts in statistics, 103,s. 71-72.
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Pokud je hodnota niz8i nez kritickd hodnota, je proménnd statisticky nevyznamna a
muZzeme ji vypustit.

Je-1i vyssi, je proménna statisticky vyznamna a ma smysl ji v modelu ponechat.
t>t" 4.8

Vystupy pocitatovych programi Casto zahrnuji také tzv. p-hodnotu. Pomoci p-hodnot
muzeme rozhodovat od statistické vyznamnosti stejné jako pomoci t-testi, p-hodnotu ovsem
porovnavame rovnou se zvolenou hladinou vyznamnosti. Pokud je p-hodnota nizsi, nez
zvolend hladina vyznamnost o, zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch hypotézy alternativni
a odmitame nulovou hypotézu Hp 0 nevyznamnosti testované proménné.

4.3 Celkovy F-test

Celkovy F-test testuje vyznamnost modelu jako celku, neboli jak dobie vybrana
mnozina vysvétlujicich proménnych vysvétluje variabilitu vysvétlované proménné. Nulova a
alternativni hypotéza pro model obsahujici k proménnych vypada nasledovné:

Hoy:pr =B, =-=P =0 4.9
H,: Hyneni pravdiva 4.10

Alternativni hypotéza znamena, Ze alespon jeden z f8; neni roven nule.

Testovaci statistika pro spocitani vyznamnosti modelu jako celku je nésledujici:

_ R*/k F 411
T (1-R)/(n—k—-1) ~knk

F

Pokud nezamitneme nulovou hypotézu, znamena to, zZe mnozina vysvétlujicich
proménnych je Spatné zvolend a nevysvétluje skoro Zadnou variabilitu vysvétlované
proménné. Museli bychom najit jinou, lepsi skladbu vysvétlujicich proménnych.
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4.4 Vybér nejlepsi podmnoziny (Best subset selection)

Vybirdni nejlepsi podmnoziny je jedna z metod pro vybér vysvétlujicich proménnych.
Ptestoze hlavnim nastrojem ekonometrické analyzy jsou teoreticky definované a odiivodnéné
specifikace modelu, existuje fada pomocnych metod pro stanoveni piesné specifikace
regresniho modelu. V této a nasledujici kapitole je podrobné&ji popisi: prvni metodou je vybér
nejleps$i podmnoziny, druhd metoda je postupny vybér.

Abychom provedli vybér nejlepsi podmnoziny, musime provést samostatnou regresi pro
vSechny mozné kombinace prediktorti, resp. vysvétlujicich proménnych p. Musime tedy

129) = M-poéet model,

sestrojit p-pocet modelt, které obsahuji pouze jeden prediktor, ( >
které obsahuji ptesné dvé proménné atd. Poté je potieba prohlédnout vSechny ziskané modely

a vybrat z nich ten nejlepsi. Problém nastava v exponencialnim ristu moznosti, pfi rustu
prediktord. Reseni 2° moZnosti je pii vétsim poétu proménnych extrémné dlouhé. Postup

feSeni je pak popsan v nésledujicim algoritmu:

1. My je tzv. nulovy model, model ktery neobsahuje zddné prediktory. Takovy model
pouze predpovida vybérovy primér pro kazdé méteni.
2. Prok=1 2, ..p:
a. Sestrojime (z) modeli, které obsahuji pifesné k-prediktort.

b. Vybereme nejlepsi model a pojmenujeme ho My. Za nejlepsi model
povazujeme ten, ktery ma nejmenSi RSS (=Soucet Ctverci residui), nebo
nejvétsi R? (=Koeficient determinace — urduje, jaké procento variability
vysvétlované proménné se podaiilo modelem vysvétlit).

3. Vybereme jeden nejlepsi model z fady My, ..., My modelti, pomoci jednoho nebo
vice znasledujicich kritérii: chyby predikce kiizové validace (crossvalidated
prediction error), C, (AIC), BIC, nebo upraveny RZ2. K jednotlivym kritériim se
vyjadiim pozdéji.

Pomoci tohoto algoritmu se snazime sniZit po¢et moznych modeli z 2P na p+1. Musime
ovSem postupovat opatrn€, protoze S rostoucim poctem proménnych v modelu se monotoénné
snizuje RSS a zvySuje R% Nizké RSS nebo vysoké R? oznacuje modely, které maji nizkou
tréninkovou chybu, my ale chceme modely s nizkou testovou chybou. Proto je potieba
pfistoupit k tfetimu kroku, protoZe pii posuzovani pouze téchto statistik by vzdy nejlepsi
model byl ten, ktery by obsahoval vSechny, resp. co nejvétsi pocet proménnych.

Ackoliv je tento postup relativné jednoduchy, trpi vypocetnimi omezenimi. Pocet
modela potfebnych provétit rapidné roste s poctem prediktort. Pokud mame 10 proménnych,
resp. p = 10, je pfiblizné 1 000 moznosti, které se musi provéfit a pro 20 proménnych, p = 20
existuje pres jeden milion moznosti. Pokud pracujeme s modelem, obsahujicim kolem 40
proménnych ¢i vice, je tento postup vypocetné nemozny i s pouZitim extrémné rychlych
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modernich pocitacii. Existuji sice vypocetni usnadnéni, kterd eliminuji nékteré moznosti, ale
s rostoucim poctem proménnych jejich efektivnost slabne.

4.5 Postupny vybér (Stepwise Selection)

Kwvuli vypocetni slozitosti nemiize byt vybér nejlepsi podmnoziny pouzit pro velké p.
Postupny vybér je alternativa pro vySe zminény postup. Tato metoda neni tak vypocetné
narocna pii vétsim poctu proménnych, protoze prohledavd mnohem omezenéj§i mnozinu
modeld. Je mozné ji rozdélit do tif skupin, které se 1i$i postupem hledani.

4.5.1 Postupny vybér — vpied (Forward Stepwise Selection)

Jedna se o vypocetné efektivni alternativu k vybéru nejlepsi podmnoziny. Neuvazuje
totiz vech 2° moznosti, ale mnohem men$i mnozinu model. Vybér vpied zacina stejné jako
vybér nejlepsi podmnoziny s nulovym modelem, ktery neobsahuje zadny prediktor. Postupné
pak po jedné pridava proménné do modelu, dokud model neobsahuje vSechny proménné.
V kazdém kroku je ptidana jen ta proménnd, kterd pridava nejvétsi dodate¢né zlepseni. Tento
proces zachycuje nasledujici algoritmus:

1. Mo je tzv. nulovy model, model ktery neobsahuje Zadné prediktory.
2. Prok=0, ..., p-1.
a. Zvazime (p-k)-pocet modelli, ve kterych navysi pocet prediktori v My 0
jeden dalsi prediktor.
b. Vybereme nejlepsi model z p-k modeltt a nazveme ho My.1. Nejlepsi je
3. Vybereme jeden nejlepsi model z fady My, ..., M, modell, pomoci jednoho nebo
vice z nasledujicich kritérii: chyby predikce kiizové, C, (AIC), BIC, nebo upraveny
RZ.
Narozdil od vybéru nejlepsi podmnoziny, ktery obsahuje 2° modeld, tato metoda
obsahuje pouze nulovy model a p—k modela pro k-tou iteraci, pro £ = 0, ..., p—1. Pocet
modeli potfebnych k prozkoumani pak zjistime pomoci nasledujiciho vzorce:

1+ Y0 —k) =1+pp+1)/2 412

Pokud pracujeme s 20 proménnymi, p = 20, tak pfi vybirani nejlepsi podmnoziny ptimo
musime projit 1 048 576 modelt, zatimco tento postup toto ¢islo zreguluje na pouhych 211
modeld.

Ackoliv je vypocetni vyhoda této metody ziejma, neni bohuzel zaruceno, ze vzdy najde
nejlepsi mozny model ze vSech 2° moznosti. Pokud napiiklad budeme uvazovat soubor dat se

3 proménnymi a nejlepsi model obsahujici jednu proménnou bude obsahovat X;, ale nejlepsi
model obsahujici dvé proménné bude obsahovat X, a X3, pak postupny vybér selze. Bude totiz
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pti vytvareni modelu obsahujicitho dvé proménné vychdzet z toho, ze M, musi obsahovat x;
spolecné s dals$i proménnou, protoZe X; je obsazena v M;. Tato metoda navic miize byt pouzita
I v pfipadg, Ze je poCet proménnych p vétsi nez pocet pozorovani n.

4.5.2 Postupny vybér — zpét (Backward Stepwise Selection)

Obdobné jako vybér vpfed, je tato metoda efektivni alternativou vybéru nejlepsi
podmnoziny. Tato metoda funguje obracen¢ nez vybér vpied, to znamend, Ze zacina
s modelem, ktery obsahuje vSechny prediktory p a pak postupné po jednom odstraiuje
nejméné uzitecné prediktory. Detailn€ je tento postup popsan v nasledujicim algoritmu:

1. My znaci model, ktery obsahuje vSechny prediktory p.
2. Prok=p,p-1, ..., L
a. Uvazuje vSechny k-modely, které obsahuji vSechny kromé jednoho
prediktoru v My, tedy celkem k-1 prediktort.
b. Vybere nejlepsi ztéchto k-modeld a pojmenuje ho Myi. Nejlepsi je
3. Vybere jeden nejlepSi model z fady My, ..., M, modelli, pomoci jednoho nebo vice
z nasledujicich kritérii: chyby predikce kiizové validace, C, (AIC), BIC, nebo
upraveny RZ.

Stejné jako postup vpied, i zpétny postup hleda pouze 1 + p(p + 1)/2 modeld. Stejné
tak bohuzel ptinasi i riziko, Ze vzdy nebude odhalen nejlep$i mozny model. Na rozdil od
postupu vpted pak tato metoda navic vyzaduje, aby byl pocet pozorovani n vétsi nez pocet
promé&nnych p.

4.5.3 Hybridni pfistup (Hybrid Approaches)

Vsemi tfemi jiz zminénymi postupy se obvykle da dosdhnout podobnych, ale ne
identickych modelti. Dalsi alternativou je hybridni verze vybéru vpted a zpét. Proménné jsou
do modelu pfiddvany postupné analogicky, jako pfi vybéru vpred, ale po pifidani kazdé
proménné mizZe metoda i jakoukoliv proménnou z modelu vyfadit, pokud uz dand proménna
nema dostatecny piinos. Tato metoda se vice podoba vybéru nejlepsi podmnoZiny, ale pfitom
si zachovava vypocetni zvyhodnéni postupného vybért.

4.6 Vybeér optimalniho modelu

VsSechny postupy vyuasti ve vytvofeni mnoziny modell, kde kazdy obsahuje
podmnozinu prediktorti p. Abychom mohli tyto metody implementovat, musime byt schopni
rozhodnout, ktery z modeld je nejlepsi. Jak jiz bylo napsano, model, ktery bude obsahovat
viechny proménné, bude mit nejmensi RSS a nejvétsi R%. Proto musime vyuZit jina kritéria,
ktera nebudou zavisla na poctu proménnych obsazenych v jednotlivych modelech.

Problém je v tom, e hodnoty RSS a R? souviseji s tzv. tréninkovou chybou (training
MSE).
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RSS
MSE = B35 4.13

kde:

MSE = mean squared error = stiedni ¢tvercova chyba,
RSS = residual sum of squares = soucet ¢tverci residui a
n = pocet pozorovani.

Tato hodnota znazornuje, jak se lisi hodnoty predikované modelem od realnych hodnot.
Logicky se tedy snazime tuto chybu minimalizovat, resp. vybrat model, kde je tato chyba co
nejmensi, protoze pak jsou nase odhady udélané na zaklad¢é takovychto modelt piesnéjsi.
Problém oviem tkvi v tom, Ze tréninkové chyba a tudiz i hodnoty RSS a R? se vztahuji pouze
na vybérovy soubor, na zakladé kterého konstruujeme model, ale nijak nevypovidaji o tom,
jak pfesné odhady nam model poskytne, pokud se dostaneme k hodnotam, ke kterym jsme
puvodné nem¢li ptistup. Abychom si tedy udélali pfedstavu o tom, jak bude model fungovat,
pokud budeme mit pfistup k dal$im hodnotam, musime se soustiedit na tzv. testovou chybu
(test MSE). Tato chyba uz vypovida o tom, jak bude model odhadovat hodnoty u dat, ke
kterym jsme neméli piistup pii jeho konstruovani. Casto se bohuzel stava, ze hodnoty obou
chyb se lisi, v takovém piipad€ nas zajima hodnota testova chyba.

Hodnotu této chyby ovSem obvykle nezndme a musime ji odhadnout, abychom byli
schopni vybrat nejlepsi mozny model z mnoziny modeld, kterou jsme ziskali pouzitim nékteré
z vySe zminénych metod. Existuji dva obvyklé ptistupy:

1. Mizeme nepiimo odhadnout hodnotu testové chyby provedenim upravy tréninkové
chyby. V této metodé vyuzijeme hodnoty ukazatelii: Cy, AIC, BIC, upraveny R?,

2. Muzeme piimo odhadnout testovou chybu, pomoci bud valida¢niho setu, nebo
kiizové validace.

4.6.1 Nepfimy odhad - C,, AIC, BIC a upraveny R’

Jak bylo feceno, RSS a R? jsou neklesajici funkci poétu proménnych, proto je nelze
pouzit pii urCovani nejlepSiho modelu, pokud vybirdme z modeli sriznym poctem
proménnych, protoze by vzdy preferovaly model, ktery by obsahoval vSechny proménné.
Existuji ale rizné zpusoby, jak se daji takova kritéria upravit, aby se dala pouzit i pro
porovnani modelt s rtiznym poétem proménnych. Uvadim nasledujici Ctyfi kritéria:

° Cp,
e  Akaike information criterion (AIC),

e  Bayesian information criterion* (BIC),
e upraveny koeficient determinace R?.
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Pro linearni regresni model obsahujici k-prediktorti, se Cp, jakozto odhad tréninkové
MSE, vypocita pomoci nésledujici rovnice:
1

C, = = (RSS + 2k6?), 4.14

n

kde 62 je odhad rozptylu chyby e spojenou s kazdou odezvou v méfeni. C, statistika
pfiddva penalizaci v podobé 2ké?2 Kk tréninkovému RSS, aby tim regulovala to, Ze tréninkova
chyba ma tendenci podhodnocovat testovou chybu. Penalizace pak roste s poctem
proménnych, aby vyrovnala RSS, jez se s rostoucim po¢tem proménnych snizuje. Pokud je
tedy 6% nezkresleny odhad o2, pak je C, nezkreslenym odhadem tréninkové MSE. Z toho
vyplyva, ze C, nabyva nizSich hodnot pro modely, které maji jen malou testovou chybu.
Pokud se tedy rozhodujeme na zakladé této charakteristiky, snazime se vybrat model
s nejniz§i hodnotou Cp.

AIC kritérium se pouziva pro velké tfidy modelti odhadovanych metodou maximalni
vérohodnosti. V piipadé nékterych modeli je ale hledani maximalni vérohodnosti
ekvivalentni hledani nejmensich ¢tvercii. V takovychto piipadech se AIC spocita nasledovné:

AIC = = (RSS + 2k62). 4.15

no

Z toho plyne, ze pro metodu nejmensich Etvercl jsou Cp a AIC proporcionalni. AIC
vzdy bude 62%-krat v&si nez C,. Pii vybéru modelu na zékladé AIC preferujeme modely

v

BIC je zaloZeno na Bayesovském pfistupu ke statistické analyze. Vzorec pro vypocet
ale vypada obdobné jako u C, a AIC. Pro model nejmensich ¢tvercti s k-prediktory vypada
nasledovné:

BIC = —(RSS + log(n) k6?). 4.16

Obdobné jako C, 1 BIC bude nabyvat menSich hodnot pro modely s nizkou testovou
chybou. V porovnani s C, ma BIC tendenci vybirat modely, které obsahuji mensi pocet
proménnych. To je dano tim, Ze je pfi vypoétu BIC v rovnici log (n), ktery nabyva vétSich
hodnot nez 2 pro jakékoliv n > 7. BIC proto penalizuje modely obsahujici vice proménnych
silngji nez C,, resp. AIC.?

Poslednim kritériem je upraveny koeficient determinace R2. Koeficient determinace R
se spocCitd pomoci residudlnich (RSS) a celkovych (TSS) souctt ¢tvercti:

% JAMES, Gareth, Daniela WITTEN, Trevor HASTIE a Robert TIBSHIRANI.An introduction to
statistical learning: with applications in R. Springer texts in statistics, 103,s. 210-213.
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RZ=1-=, 4.17

Hodnota R? udava, jaky podil variability y je vysvétlen pomoci X, tato interpretace plati
ale pouze v piipadé ptitomnosti urovitové konstanty. Hodnota blizici se k jedné znaci, Ze jsme
pomoci X schopni vysvétlit velkou ¢ast variability y. Pokud se hodnota blizi k nule, znamena
to, ze regrese vysvétlila jen maly podil variability y. To mlze znacit, mimo jiné, Spatny
model. Jak vime, tak RSS je neklesajici funkei po¢tu proménnych. Z toho vyplyva, ze R? se
bude vzdy zvySovat, pokud budeme do model piidavat vice proménnych. Je tedy poticba
vypocet upravit tak, aby byl zohlednén (penalizovan vysoky) pocet proménnych v modelu.
Toho docilime nasledovné:

EZ _ _ RSS/(n—k—l)
- TSS/(n-1) '

4.18
R? je atraktivni pravé proto, Ze penalizuje piidani novych proménnych do modelu.
Neplati tedy, na rozdil od R?, Ze pii pfidani novych proménnych bude jeho hodnota vzdy

stoupat. Toho je docileno zahrnutim poc¢tu proménnych k do rovnice. Pokud piidame do

RSS
(n-d-1)

modelu dals$i proménnou, RSS se sniZi, ale zaroven se snizi n—k—1, takze zlomek se

muze s pfidanim nové proménné do regrese jak zvysit, tak snizit. Takovyto upraveny
koeficient nam pak je schopny pomoci i pfi vybéru mezi modely s riznymi pocty
proménnych. Na rozdil od ostatnich kritérii hledame pti posuzovani kvality modelu co mozna

- vwr 2 4
nejvyssi R2.

4.6.2 Pfimy odhad - validace a kfizova validace

Pomoci validace a k¥izové validace mtizeme testovou chybu odhadnout piimo. Jedna se
0 alternativu k vyse zminénym postupiim. Mizeme pro kazdy model spocitat chybu validace
a chybu ktizové validace a pak vybrat model, kde bude odhad chyby nejmensi. Tento postup
ma vyhodu oproti nepiimym odhadim, ze poskytuje pfimy odhad testovaci chyby. Navic je
tento odhad mozné provadet i na modelech, kdy je t€zké urcit pocet stupniii volnosti, nebo
kdyz je slozité odhadnuti chyby rozptylu.

Princip valida¢ni metody spociva v tom, Ze data, ktera mame k dispozici, ndhodnym
vybérem rozdélime na tréninkovou a testovaci mnozinu. Na tréninkovou mnozinu pak

pouzijeme metodu vybéru nejlepsi podmnoziny a pak na zakladé MSE vybereme model

* WOOLDRIDGE, Jeffrey M. Introductory econometrics: a modern approach. 4th ed. Mason, OH: South
Western, Cengage Learning, c2009.,s. 200-201. ISBN 0324660545.
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s nejmensi chybou. Nesmime pak zapomenout, ze model, ktery takto ziskame, jest¢ neni
vysledny. Musime nezavisle na téchto vypoctech pouzit metodu vybéru nejlepsi podmnoziny
na cely datovy soubor. Model, ktery ma stejny pocet proménnych jako ten, ktery jsme ziskali
Z testovaci mnoziny, je nami hledany nejlepsi model. Oba dva modely se totiz 1isi nejen
Vv koeficientech u jednotlivych proménnych, ale mohou obsahovat i rizné proménné, proto je

dualezité vybrat ten model, ktery jsme ziskali z celého datového souboru.

Hlavni rozdil mezi valida¢ni metodou a metodou kiizové validace spociva v tom, ze pii
kiizové validace nedélime model pouze na dvé mnoziny, ale model rozdélime na vétsi pocet
stejnych mnozin. Jednu z nich ozna¢ime jako testovaci a ostatni jako tréninkova.
Tato metoda je vypocetné slozita, protoze musime pro kazdou tréninkovou mnozinu pouzit
metodu vybéru nejlep$i podmnoziny. Timto zplsobem se vybere nejlepsi model z kazdé
tréninkové mnoziny a nasledné se tyto modely otestuji na testovaci mnoziné a vybere se
nejlepsi. V dalSim kroku se pak stdva jind mnoZzina testovaci a cely proces se opakuje
nékolikrat, pokazdé s jinou podmnozinou tvofici tréninkovou a testovaci mnozinu. V praxi se

obvykle kvili vypocetni naro¢nosti pouziva rozdéleni na k=5 nebo k=10 skupin.
Metoda kiizové validace se da popsat nasledujicim algoritmem:

1. Nejdfive ndhodné rozdélime vSechna pozorovani do k skupin, kdy maji v§echny
skupiny ptiblizné stejnou velikost.

2. Prvni skupinu ozna¢ime jako testovaci mnozinu a ostatni k-1 mnoziny
povazujeme za tréninkové. Tento postup poté opakujeme k-krat, vzdy s jinou
skupinou pozorovani ozna¢enou jako testovaci mnozina.

3. Tento proces ma za vysledek k odhadu testovych chyb (MSE;, MSE,, ..., MSEy)

a krossvalida¢ni odhad testové chyby ziskdme zprimérovanim téchto hodnot:

1< 4.19
i=1

4. Nakonec pouzijeme metodu vybéru nejlepsi podmnoziny na cely datovy soubor
a vybereme takovy model, ktery obsahuje stejny pocet proménnych, jako
obsahuje model, ktery m¢l nejmensi odhad krossvalidacni testové chyby.
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Tyto postupy jsou vypocetné¢ narocné. Proto se diive dévala piednost odhadovani
testovych chyb nepfimym metoddm, ovSem dnes s modernimi pocitaci uz neni tento problém

aktualni a proto je tento piistup velmi la’tkaV}'/.5

4.7 Multikolinearita

vrwvs

4.7.1 P¥iCiny a dusledky

Multikolinearita je vlastnost jednoho konkrétniho vybéru, kterou netestujeme, ale
zjiStujeme. Multikolinearita znac¢i existenci vztahu linedrni zavislosti mezi pozorovanimi
vysvétlujicich proménnych, to znamena, ze dvé nebo vice vysvétluyjicich proménnych spolu
uzce souvisi. Existuje perfektni multikolinearita, to znamena, ze mezi sloupci matice X
existuje linedrni vztah a pak nemtizeme pouzit metodu nejmensich ¢tvercti, protoZe je porusen
Gauss-Markiv predpoklad o plné hodnosti matice X. Pokud mezi sloupci matice X existuje
linearni zévislost, pak jde bud’ o kolinearitu, pokud se jednd pouze o jeden vztah linearni
zavislosti. Pokud se jedna o vice vztahti linearni zavislosti, pak jde o multikolinearitu.

Multikolinearita se ¢asto vyskytuje v modelech s ¢asovymi fadami, zejména v modelech
pracujicich s makroekonomickymi udaji, které se Gasto vyvijeji stejnym smérem. Casto také
vznikd mezi proménnou a jeji zpozdénou hodnotou, nebo pokud v regresi pouzijeme
proménnou a jeji nasobek s jinou proménnou. Vyskyt perfektni multikolinearity hrozi, napf.

kdyz chybné pouzijeme dummy proménné a chybné formulujeme model.

V ptipadé zjisténi multikolinearity, zGstavaji odhady nestranné a vydatné. Dusledky
jsou snizena presnost odhadi regresnich koeficienti, velka citlivost odhadové funkce metody
nejmensich ¢tverct na velmi malé zmény v matici X. Dalsim dusledkem jsou velké standardni
chyby odhadii a i pfi vysokém R? jsou jednotlivé t-testy statisticky nevyznamné.

4.7.2 Zjistovani a méfeni

Pokud méme jen dvé vysvétlujici proménné, staci nam spocitat jejich parovy koeficient
korelace.

_ cov(x1X3) 4.20

Teyx, =

€ (—1,1)

X1SxZ
Multikolinearitu povazuje za Unosnou, pokud neni vétsi nez 0,9 nebo vétSi nez
koeficient determinace modelu.

U vétsiho poctu proménnych uz parové korelacni koeficienty nestaci. Pro zméteni
kolinearity potfebujeme spocitat pomocné regrese kazdé vysvétlujici proménné na vSech

® JAMES, Gareth, Daniela WITTEN, Trevor HASTIE a Robert TIBSHIRANI.An introduction to
statistical learning: with applications in R. Springer texts in statistics, 103,s. 181-183,213-214.
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ostatnich vysvétlujicich proménnych, abychom zjistili koeficienty determinace pro kazdou
pomocnou regresi R?, pro i vysvétlujicich proménnych. Multikolinearitu povazujeme za
unosnou, pokud zadny z téchto koeficientli determinace z pomocnych regresi neni vétsi nez
koeficient determinace z hlavni regrese.

R? < R? 4.21

Pokud v modelu zjistime pritomnost multikolinearity a chceme se ji zbavit, mizeme
naptiklad zvétsit rozsah vybéru, kombinovat v modelu prifezova data a ¢asové fady, zménit
specifikaci modelu tak, ze vynechame vysvétlujici proménné se statisticky nevyznamnymi
parametry nebo transformovat pozorovani a piejit na diference, nebo pouzit podily
proménnych. Multikolinearita ovSem jen znemoziuje zjistit vliv jednotlivych vzajemné
zavislych vysvétlujicich proménnych na vysvétlovanou proménnou, ale stale maze urcit jejich
spole¢ny vliv. Pokud tedy chceme model pouzit pouze pro predikce, tak ndm piitomnost
multikolinearity nevadi.

V této praci budu hodnotit multikolinearitu na zadkladé VIF (Variance inflation factor).
VIF znaci, 0 Kolik je standardni chyba urcité vysvétlujici proménné vétsi, nez jaka by byla,
pokud by dana proménna nekorelovala s ostatnimi. VIF spocitame podle nasledujicich kroku:

1. Provedeme metodu nejmensi Ctvercl, kde pouzijeme X; jako vysvétlovanou
proménnou:

Xi = Pis1Xiy1 T Biv2Xigz + o+ Brxx + ¢o + e, 4.22

kde ¢, je konstanta a e je nahodna slozka.

2. Spocitame hodnotu VIF pro jednotlivé B; pomoci nasledujiciho vzorce:

1
21
1-R?

4.23

VIF(B) =

kde R? je koeficient determinace regrese z kroku jedna, kdy jsme jako
vysvétlovanou promeénnou pouzili X; a jako vysvétlujici proménné vSechny ostatni X.

3. Ve tfetim kroku analyzujeme hodnotu VIF(f;). Pravidlem byvéd, e pokud
hodnota VIF(B;) > 10, tak je multikolinearita vysoka.
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4.8 Heteroskedasticita

4.8.1 P¥iciny a dUusledky

Heteroskedasticita je situace, kdy je porusena podminka konecného a konstantniho
rozptylu ndhodnych slozek. To znamena, ze nahodna slozka miize mit pro kazdé pozorovani
odlisny rozptyl.

E(u?) = o? # konst 4.24

Jedna z moznych piicin heteroskedasticity je chybna specifikace modelu, kdy jsou
v modelu vynechané¢ vyznamné vysvétlujici proménné. Dalsi pfi¢inou muze byt odhad
z prufezovych dat se znaCnou variabilitou ve vybéru, nebo kumulace chyb méfeni
proménnych s rostouci hodnotou vysvétlované proménné. Heteroskedasticita miize vznikat i
pii odhadovani z upravovanych dat misto z ptivodnich pozorovéni, napt. ze skupinovych
primért ziskanych z tfidénych dat.

Dusledky heteroskedasticity nemaji vliv na nestrannost a konzistenci OLS (Ordinary
least squares) estimatoru, ale na vydatnost. Bodové odhady nemaji minimalni rozptyl a to
znamena, ze nejsou vydatné a ani asymptoticky vydatné, takze OLS estimator uz neni BLUE
(Best linear unbiased estimator) a tudiz mohou existovat vydatné&jsi linearni estimatory. Dalsi
dasledky souvisi s intervalovymi odhady, které jsou nesmérodatné, a se statistickymi t-testy a
F-testy, které ztraceji na sile. Existuji riizné formy heteroskedasticity, pro které existuji rizné

postupy.

4.8.2 Robustni indukce

Jak bylo poznamenano vyse, v piipad¢ heteroskedasticity nemizeme pouzivat t-testy a
F-testy, protoZe t-statistika nemd t rozdéleni a F-statistika neméd F rozdéleni. Byly ale
vyvinuty asymptoticky platné upravy vzorcti pro OLS standartni chyby, t a F statistiky, které
jsou platné 1 v pfitomnosti heteroskedasticity neznamé formy. Tyto robustni postupy jsou
platné, alespon pro velké vzorky, bez ohledu na to, jestli chyby maji konstantni rozptyl nebo
ne.

Hodnotu OLS standardni chyby robustni vi¢i heteroskedasticité pro ,B} ziskdme jako
druhou odmocninu nasledujiciho vzorce:

— n o pEal
Var(f)) = =20, 4.25
J

kde f;;znaci i-té residuum z regrese Xj na vSech ostatnich nezavislych proménnych a
RSS; je soucet ¢tvercii residui z této regrese. V piipadé, Ze spocitame vici heteroskedasticite
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robustni standardni chyby, lze snadno zkonstruovat vic¢i heteroskedasticit¢ robustni
t-statistiku, pouze pii vypoctu pouzijeme robustni standardni chyby. Obvykla F-statistika pii
heteroskedasticité platna neni, jeji robustni verze nema zadnou jednoduchou formu, ale mize
byt vypocitana pouzitim urcitych statistickych balicku.

4.8.3 Testovani heteroskedasticity

Kdyz vime, ze existuji postupy, které je mozné pouzit bez ohledu na to, zda vime, jestli
je nebo neni pfitomna heteroskedasticita, nabizi se otazka, zda ma viibec smysl testovat jeji
pritomnost. Existuje n€kolik dobry dvodii, pro¢ méa smysl tyto testy provadét. Zaprvé
normalni t-statistika ma presné t-rozdéleni, zatimco u robustni verze toto plati jen pro velké
vzorky. Zadruhé, pokud je pfitomna heteroskedasticita, OLS estimator uz neni nejlepsi
nestranny linearni odhad, takze je mozné ziskat lepsi odhad nez OLS.

Pro testovani pfitomnosti heteroskedasticity existuji rizné druhy parametrickych a
neparametrickych testti. Mezi parametrické fadime napf.: Breusch-Paganiv test, Whitetv test,
Parkiiv test a dal$i. Mezi neparametrické testy fadime naptiklad: Spearmantv test korelace
potadi a Goldfeld-Qaundtiv test.

4.8.4 Breusch-Paganlv Test

Jako obvykle zadiname s linearnim modelem. Jako nulovou hypotézu testujeme, Ze
hodnota u® nezavisi na vysvétlujicich proménnych, predpokladame, Ze v modelu je
homoskedasticita. Breusch-Pagantiv test ma tti zakladni kroky:

1. Odhadneme model pomoci metody nejmensich ¢tverct jako obvykle. Ziskame
druhou mocninu OLS residui 2.
2. Provedeme regresy:

ﬁz = 60 + 61.7(1 + 62x2 + -+ 6kxk + error 4.26

3. Sestrojime F-statistiku nebo LM-statistiku a spocitame p-hodnoty. Pokud je
p-hodnota dostatecné mald, to znamena niZsi nez zvolend hladina vyznamnosti,
tak zamitneme nulovou hypotézu o homoskedasticité.
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5 Empiricka analyza a vyhodnoceni vysledku

V praktické Casti se zamé&fim na hledani nejlepsiho odhadu modelu pomoci postupt
uvedenych ve 3. kapitole. Pomoci kazdého postupu vyberu model, ktery bude nejlépe
spliiovat kritéria (nepfimy odhad — upraveny R?, Cp a BIC a pfimy odhad — validace a kiizova
validace), a z téchto modeli nakonec vyberu model nejlep$i. VSechny vypocty byly
provadény v programu R.

Puvodni model obsahujici vSechny proménné vypada nasledovné:

Cena = By + B, * Pamet + B, x RAM + 3 * Jemnonst Displeje + [, 5.1
* Uhlopricka + s * Vydrz + ¢ * Pocet Jader + [, * Foto
+ g * OS + Bo * iPhone

Tento model postupné pomoci postupit popsanych v ptedchozi kapitole upravim a
nakonec uré¢im nejlepsi mozny model.

5.1 Vybér nejlepsi podmnoziny (Best subset selection)

Jak jsem uvedl v ptedchozi kapitole, jedna se o hledani nejlepsiho modelu v mnoziné
viech moznych modelii. Na zakladg kritérii RSS a R? se vybere podmnozina nejlepsich
modelt pro jednotlivé pocty proménnych a z téchto modeli se pomoci upraveného R?, Cpa
BIC vybere jeden nejlepsi model. AIC statistiku do hodnoceni nezahrnuji, protoze je
proporcionalni s C,. Tento postup prohledava 2° modelti, vnaSem piipadé je devét
vysvétlujicich proménnych, p = 9, tato metoda tedy postupné provéti 512 modeli.

Nasledujici tabulka zndzornuje, jaké proménné obsahuji jednotlivé modely. Pokud se u
proménné v fadku nachazi hvézdicka, bude model tuto proménnou obsahovat. Napf. nejlepsi
model obsahujici pravé pét vysvétlujicich proménnych obsahuje nasledujici proménné:
,RAM*, | Jemnost displeje*, ,,Vydrz*, ,,Pocet jader* a ,,iPhone*.

Pamet RAM Jemnost.Displeje Uhlopricka Vydrz Pocet.Jader Foto Android iPhone

1 ( 1 ) non LA L I R ] LU ] LA ] non non non
2 ( 1 ) non LU L TR 1] non won won non non nkn
3 ( 1 ) non MWk Wk non LU ] LA ] non non "k
4 ( 1 ) non LI LT 1] non "W won won non mxn
5 ( 1 ) non MWk Wk non wkw wkw non LU L} "k
6 ( 1 ) "W LI LT 1] non "W "Wk won non mkn
7 ( 1 ) "k MWk Wk "k "k "k non non "k
8 ( 1 ) "W LI LT 1] mxn L1 wkn Wk non nkn
9 ( 1 ) "W LI LT 1] mxn "W "Wk "W mxn mkn

Tabulka 5.1: Vybér nejlepsi podmnoZiny: Proménné modeli

Zdroj: autor
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Snizili jsme tedy pocet modelti, které je potieba dale testovat, Z piivodnich 2° = 512 na
podmnozinu obsahujici p+1 = 9+1 = 10 modelt, devét vyse znazornénych modeli pro rizny

pocet proménnych a jeden zahrnujici pouze konstantu.

Dalsim krokem je vybrat z této podmnoziny modeli jeden nejlepsi model. K tomu
vyuziji pfimy a nepiimy odhad testovaci chyby.

5.1.1 Nepfimy odhad

Nejdfive se zamé&fm na neptimy odhad. Model budu vybirat na zédkladg kritérii R?, C,
a BIC. V nasledujicich obrazcich 2 - 4 jsou zndzornény nejlepsi modely, urcené jednotlivymi
kritérii. Kazdé ovsem ur¢ilo jiny model, podle upraveného koeficientu determinace R? je
nejlep$i model ten, ktery obsahuje sedm proménnych. Tento model vysvétluje 73,04%
variability vysvétlované proménné a ofekava se u néj nejmensi testovaci chyba. Cy, oznacuje

A4

jako model s nejnizsi testovaci chybou model s Sesti proménnymi, tento model vysvétluje
72,96% variability, hodnota C, = 5,43. Podle Bayesovského informaéniho kritéria ma nejnizsi
hodnotu testovaci chyby model obsahujici pouze Ctyti proménné,

hodnota BIC = -71,47, ten vysvétluje 71,77% variability vysvétlujici proménné.

2 =
o ]
~
o 2 4 |
@ - o | 2
i =t I
ho] [&]
2 g | S o | @ 7
g = «@ [=]
g 5 ®
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Number of Variables Number of Variables Number of Variables

Obrazek 5: Vybér nejlepsi podmnoZiny R Obrizek 6: Vybér nejlepsi podmnoZiny - C, Obrazek 7: Vybér nejlepsi podmnoZiny -BIC
Zdroj: autor

Pokud se na obrazky podivame pozornéji, tak zjistime, Ze nejen hodnoty R?, ale ani
hodnoty C, se pro vSechny tfi vybrané modely pfili§ nelisi. Rozdily hodnot BIC jsou
znatelnéjsi, ale jak jiZz bylo zminéno v minulé kapitole, BIC penalizuje hodnoty obsahujici
vice proménnych silngji, z ¢asti tedy mizeme tyto rozdily pficist i tomuto faktoru.

Na zaklad¢ ziskanych hodnot jsem jako nejlepsi model vybral ten, ktery obsahuje Sest
proménnych. Tento model ma hodnotu R? = 0,7296, to znamend, e model vysvétluje
72,96% variability vysvétlované proménné cena a jednd se o druhou nejvys$si hodnotu.
Hodnota C, je nejlepsi C, = 5,43 a hodnota BIC = -68,17, ta se od nejlepsi mozné hodnoty
-71,47 zésadné nelisi. Zvoleny model vypadé nasledovné:
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Cena = —3335,29 + 54,22 * Pamet + 1,73 * RAM + 11,3 * Jemnost displeje 5.2
+ 1,98 * Vydrz — 319,75 = Pocet jader + 7375,79 * iPhone

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-4284.6 -1130.5 -282.9 570.8 6212.8

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -3335.2874 1484.7466 -2.246 0.02819 *
Pamet 54.2217 35.9588 1.508 0.13658
RAM 1.7256 0.8418 2.050 0.04455 *
Jemnost.Displeje 11.2957 5.3360 2.117 0.03823 *
Vydrz 1.9824 0.7318 2.709 0.00868 **
Pocet.Jader -319.7527 174.7508 -1.830 0.07202 .
iPhone 7375.7909 1234.6811 5.974 1.18e-07 ***

Signif. codes: 0 ‘***/ (0.001 ‘**’ 0.01 '*’ 0.05 *.” 0.1 ' 1

Residual standard error: 2250 on 63 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7531, Adjusted R-squared: 0.7296
F-statistic: 32.02 on 6 and 63 DF, p-value: < 2.2e-16

Tabulka 5.2: Nepfimy odhad: Statistiky modelu s Sesti proménnymi
Zdroj: autor

V nejlep$im modelu vybraném pomoci nepiimého odhadu testovaci chyby ziistavaji
nasledujici proménné ,Pamet”, ,RAM®, ,Jemnost displeje®, ,,Vydrz“, ,Pocet jader a
»~1Phone“. Hodnoty jednotlivych proménnych pak lze interpretovat nasledovné:
Konstanta ma hodnotu -3335,29. Hodnoty proménnych znaéi, ze cena telefonu stoupa o 55,22
K¢ za kazdy GB paméti, o 1,73 K¢ za kazdy MB RAM, o 11,3 K¢ za kazdy PPI bod, o 1,98
K¢ za kazdou mAh a o 7375,95 K¢ pokud se jedna o iPhone. Cena mobilu klesa, pokud
procesor obsahuje vice jader, a to 0 319,75 K¢ za jedno jadro.

VétSina koeficientll znaci riist ceny telefonu. Takovyto vysledek se dal ocekavat,
protoze kazdd z proménnych né&jakym zpiisobem vystihuje kvalitu telefonu, a ¢im vyssi
hodnotu jednotlivé proménné nabyvaji, tim kvalitngj§i by mél telefon byt. Zajimava je
hodnota koeficientu u proménné iPhone, kde jsem sice o¢ekaval, Ze znacka bude mit nemaly
vliv na finalni cenu, ale neocekaval jsem, Ze bude takto vyrazny Vv porovnani s ostatnimi
proménnymi. Pokud by model obsahoval vice proménnych reprezentujicich jednotlivé
znacky, mohlo by byt zajimavé sledovat a porovnat jejich vliv na vyslednou cenu. Jedina
proménna, ktera se nevyviji podle ocekavani, je pocet jader. Vyssi pocet jader v procesoru by
mél mit za vysledek vyssi vykon telefonu, proto jsem ocekaval, Ze cena telefonu bude rust
spolecné s jejich poctem. Toto tvrzeni ovSem neni vzdy pravdivé a je pomérné bézné, ze
procesory obsahujici pouze jedno jadro mohou byt vykonnéjsi nez ty, které obsahuji dvé resp.
¢tyfi. To by mohl byt diivod, pro¢ nd§ model s vyssim poctem jader cenu sniZuje, protoze
Vv takovych piipadech klesé i vykon, ¢ili i kvalita. Divodem také mtize byt to, Ze v procesoru
nejde jen o pocet jader, ale také naptiklad o frekvenci a na vysledny vykon mé vliv vice
faktord.
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Jesté¢ provedeme test heteroskedasticity a zjistime, jak je to S pfitomnosti
multikolinearity. Multikolinearitu zjistime pomoci VIF. Bude-li hodnota VIF pro proménnou
vetsi nez 10, naznacuje to silnou multikolinearitu. Pro model obsahujici Sest proménnych jsou
hodnoty VIF pro jednotlivé proménné zndzornény v nasledujici tabulce:

Pamet RAM Jemnost.Displeje Vydrz Pocet.Jader iPhone
2.199955 5.926840 3.303311 2.918757 1.377480 1.398152

Tabulka 5.3: VIF hodnoty pro jednotlivé proménné modelu s $esti proménnymi
Zdroj: autor

Nejvyssi hodnotu ma proménna ,,RAM*“ VIF[RAM]=5,927. Z toho vyplyva, ze nejvice
koreluje s ostatnimi proménnymi. U ostatnich proménnych je hodnota nizsi, takze jsme splnili
podminku, Ze hodnota vSech VIF je nizs§i nez 10 a mizeme fici, ze se multikolinearita
vV nasem modelu nevyskytuje.

Dale otestuje heteroskedasticitu. Testovat ji budeme pomoci Breusch-Paganova testu,
ktery byl zminén ve 4. kapitole. Hodnoty B-P testu pro model sSesti proménnymi jsou
nasledujici: BP = 28.063, df = 6, p-value = 9.141e-05. P-hodnota je znatelné¢ mensi neZ jedno-
procentni hladina vyznamnosti, takze se v modelu heteroskedasticita vyskytuje. To znamena,
ze na$ model neni vydatny, a bylo by mozné ziskat lepsi odhad pti pouziti jiné metody nez
metody nejmensich c¢tverct. Kdyz vime, ze se v modelu vyskytuje heteroskedasticita,
mizeme provést testy robustni viéi heteroskedasticité, v nasledujici tabulce jsou
zaznamenany hodnoty standardnich chyb robustnich vici heteroskedasticité a robustnich

t-pomérd.

Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) -3335.28737 1544.06344 -2.1601 0.0345791 *
Pamet 54.22166 33.70975 1.6085 0.1127292
RAM 1.72557 1.01985 1.6920 0.0955916
Jemnost.Displeje 11.29569 5.64747 2.0001 0.0498011 *
Vydrz 1.98236 0.89352 2.2186 0.0301252 *
Pocet.Jader -319.75270 178.26121 -1.7937 0.0776553
iPhone 7375.79086 1813.65151 4.0668 0.0001349 ***

Signif. codes: 0 ‘***/ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.7 0.1 Y " 1

Tabulka 5.4: Standardni chyby a t-testy robustni vii¢i heteroskedasticité modelu s Sesti proménnymi
Zdroj: autor

Pokud porovname hodnoty v tabulce 5.4 s hodnotami v tabulce 5.2, vidime, ze t-testy
robustni vic¢i heteroskedasticité jsou statisticky vyznamné jen na vyssi hladiné vyznamnosti,
nez tomu bylo u normdlnich t-testi. Také v§echny hodnoty standardnich chyb robustnich vici
heteroskedasticité, krom¢ proménné ,,Pamet”, jsou vyss§i nez normalni hodnoty. Celkovée
Z toho mizeme usuzovat, Ze model je horsi, nez se ptivodné zdalo.
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5.1.2 Pfimy odhad

Dalsi moznosti, jak vybrat nejlepsi model, je pfimy odhad testovaci chyby. Ten ziskame
pomoci validace, nebo kiizové validace. Pomoci validace soubor nahodné rozdélime na dvé
mnoziny, testovaci a tréninkovou a dale postupujeme tak, jak bylo vysvétleno v minulé
kapitole. Nasledujici graf a tabulka obsahuji hodnoty valida¢nich chyb nejlepSich modelu
S riznym poctem proménnych.

1] P~
s 7
a 2 7
c =
o
m
3 _
™
- 3
+
p
=
[vn]
T | T T
2 4 6 8
Number of Variables
Obrazek 8: Valida¢ni chyby
Zdroj: autor
Pocet
proménnych 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Validacni chyba 10320896 | 11350947 | 7628623 7526282 | 9055822 | 8031356| 8882737| 8923021 | 8925797

Tabulka 5.5: Validaéni chyby
Zdroj: autor

Nejlépe dopadl model obsahujici pouze Ctyfi proménné. Tento model vypada
nasledovné:

Cena = —6451,47 4+ 20.24 * Jemnost displeje + 3,9 x Vydrz — 5.3
456,35 * Pocet jader + 7548.84 * iPhone

Jedna se ale o model ziskany pouze z tréninkové mnoziny, musime tedy jeSté najit
nejlepsi model z celého datového souboru, ktery bude obsahovat praveé ¢tyii proménné:

Cena = —4192,01 4+ 2,17 * RAM + 12.23 * Jemnost displeje + 5.4
1,68 * Vydrz + 8295,19 * iPhone
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Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-4645.8 -1163.6 -140.0 577.6 5627.9

Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) -4192.0111 1463.5675 =-2.864 0.00562 **
RAM 2.1645 0.8162 2.652 0.01005 *
Jemnost.Displeje 12.2295 5.2917 2.311 0.02401 *
Vydrz 1.6751 0.7291 2.297 0.02483 *
iPhone 8295.1870 1186.7289 6.990 1.81e-09 *x*xx*

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.7 0.1 Y " 1

Residual standard error: 2299 on 65 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.734, Adjusted R-squared: 0.7177
F-statistic: 44.85 on 4 and 65 DF, p-value: < 2.2e-16

Tabulka 5.6: PFimy odhad: Statistiky modelu se ¢tyFmi proménnymi
Zdroj: autor

Modely 5.3 a 5.4 maji rizné nejen koeficienty u jednotlivych proménnych, obsahuji
dokonce i rizné proménné.

Opét jest¢ provedeme kontrolu multikolinearity a heteroskedasticity. Multikolinearitu
rozhodneme podle hodnot VIF, které jsou pro model se c¢tyfmi proménnymi udany
Vv nasledujici tabulce:

RAM Jemnost.Displeje Vydrz iPhone
5.337251 3.111839 2.775641 1.237257

Tabulka 5.7: VIF hodnoty pro jednotlivé proménné modelu se ¢tyiFmi proménnymi
Zdroj: autor

Stejné jako v pfipadé modelu se Sesti proménnymi méa nejvyssi hodnotu proménna
»RAM®, je dokonce nizsi, stejn¢ jako hodnoty vSech ostatnich. Opét jsou vSechny hodnoty
niz$i nez hranice 10, takze ani v tomto modelu jsme multikolinearitu nezjistili.

Jako u minulého modelu, opét provedeme B-P test a otestujeme, zda je v modelu
pfitomna heteroskedasticita. Vysledky B-P testu pro model se ¢tyfmi proménnymi jsou
nasledujici: BP = 23.421, df = 4, p-value = 0.0001043. P-hodnota je sice vyssi nez v minulém
ptipad¢, stale je ale niZs$i nez jedno-procentni hladina vyznamnosti, a tudiZ zamitdme nulovou
hypotézu o homoskedasticité¢. V nésledujici tabulce jsou znazornény standardni chyby a t-
testy robustni vi¢i heteroskedasticite:
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Estimate
(Intercept) -4192.01112
RAM 2.16447
Jemnost.Displeje 12.22948
Vydrz 1.67507
iPhone 8295.18697
Signif. codes: 0 ‘***/ (0.001

std.

1587.
1.
5.
0.

1786.

Nk

Error t value

62567 -
00528
54156
88608
36591

SR DNDDN

0.01 x/

0.05 .7

Pr(>[t])
.6404 0.01036 *
.1531 0.03503 *
.2069 0.03086 *
.8904 0.06316
.6436 1.715e-05

0.1 7

* kK

1

Tabulka 5.8: Standardni chyby a t-testy robustni vii¢i heteroskedasticité modelu se éty¥mi proménnymi

Zdroj: autor

Kdyz hodnoty v tabulce 5.8 porovname s normalnimi hodnotami z tabulky 5.6, vidime,

ze stejné jako v predchozim modelu hodnoty standardnich chyb jsou vétsi a t-test u proménné

,Vydrz* je statisticky vyznamny pouze na vyssi hladin¢ vyznamnosti.

Pokud pouzijeme kiizovou validaci, pak pii rozdeleni datového souboru na sedm

mnozin dostaneme primérné chyby kiiZzové validace, které jsou zaznamenany v nasledujicim

grafu a tabulce:

1.1e+07

Mean crossvalidation errors

7.0e+06 8.0e+086

Obrazek 9: Primérné chyby k¥iZové validace

MNumber of Variables

Zdroj: autor

Pocet

proménnych 1
Priimérna

chyba kfizové

validace 11 823 402

6495 493

7615 828

8069 193

7443 951

6972735

6434524

6 459 427

6 507 310

Tabulka 5.9: Primérné chyby kiiZové validace

Zdroj: autor

Jak muzeme vidét, v tomto ptipadé dopadl nejlépe model obsahujici pravé sedm

proménnych. Model vypada takto:

Cena = —6167,93 + 48,88 x Pamet + 1,81 * RAM + 10,85 * Jemnost displeje

+ 916,52 x Uhlopricka + 1,42 * Vydrz — 369,22 * Pocet jader

+ 7561,87 * iPhone
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Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-3789.6 -1074.4 -249.6 513.6 6326.9

Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) -6167.9301 2995.2526 -2.059 0.0437 *
Pamet 48.8828 36.2397 1.349 0.1823
RAM 1.8075 0.8440 2.142 0.0362 *
Jemnost.Displeje 10.8493 5.3440 2.030 0.0466 *
Uhlopricka 916.5195 842.0865 1.088 0.2806
Vydrz 1.4173 0.8964 1.581 0.1189
Pocet.Jader -369.2161 180.3164 -2.048 0.0448 ~*
iPhone 7561.8698 1244.6740 6.075 8.3e-08 ***

Signif. codes: 0 ‘***/ (0.001 ‘**’ 0.01 '*’ 0.05 *.” 0.1 ' 1

Residual standard error: 2247 on 62 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7577, Adjusted R-squared: 0.7304
F-statistic: 27.7 on 7 and 62 DF, p-value: < 2.2e-16

Tabulka 5.10: PFimy odhad: Statistiky modelu se sedmi proménnymi
Zdroj: autor

Opét zjistime, zda se vmodelu vyskytuje multikolinearita, a otestujeme
heteroskedasticitu. Existenci multikolinearity rozhodneme na zdkladé nésledujici tabulky:

Pamet RAM Jemnost.Displeje Uhlopricka Vydrz Pocet.Jader iPhone
2.241013 5.974399 3.322886 3.137645 4.392368 1.470916 1.425038

Tabulka 5.11: VIF hodnoty pro jednotlivé proménné modelu se sedmi proménnymi

Zdroj: autor

o

Stejné jako v minulych ptipadech je nejvyssi hodnota u proménné ,,RAM* a opét zadn
neni vyssi nez 10. Zaroven si mizeme vSimnout, Ze v§echny proménné jsou o néco vyssi, nez
tomu tak bylo v pfipadé modelu s Sesti proménnymi, tabulka 5.3.

Breusch-Pagantv test heteroskedasticity dopadl nasledovné: BP = 25.419, df = 7,
p-value = 0.0006392. Opét jsme zaznamenali malé zlepSeni oproti predchozim modeltim,
kazdopadné 1 v tomto piipadé¢ zamitdme nulovou hypotézu o homoskedasticité. Tabulka
S robustnimi standardnimi chybami a robustnimi t-testy vypada takto:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) -6167.93007 3333.04161 -1.8505 0.06900
Pamet 48.88284 33.50196 1.4591 0.14958

RAM 1.80752 0.99950 1.8084 0.07539
Jemnost.Displeje 10.84926 5.42792 1.9988 0.05002
Uhlopricka 916.51951 833.39085 1.0997 0.27569
Vydrz 1.41727 0.91732 1.5450 0.12743
Pocet.Jader -369.21613 193.54806 -1.9076 0.06107 .
iPhone 7561.86981 1667.55063 4.5347 2.698e-05 ***

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 .7 0.1 " 1

Tabulka 5.12: Standardni chyby a t-testy robustni vii¢i heteroskedasticité modelu se sedmi proménnymi

Zdroj: autor
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Pti porovnani tabulek 5.12 a 5.10, miizeme opét zaznamenat nardst veétSiny standardnich
chyb a navic je tu nejvétsi rozdil ve vyhodnoceni t-testi. Zatimco pii pouziti normalnich
t-testli jsme na péti-procentni hladiné vyznamnosti povazovali za statisticky vyznamné Ctyfti
t-testy, u robustnich t-testli bychom za statisticky vyznamny mohli povazovat pouze jeden.

5.2 Postupny vybér vpred (Forward Stepwise Selection)

Dal$im moznym postupem pii hledani nejlepsiho modelu je postupny vybér vpied. Tato
metoda zacinad s prdzdnym modelem a vzdy pfida jednu proménnou, kterd ma nejveétsi
dodatec¢né zlepSeni, a takto postupuje, dokud do modelu nepiidd vSechny proménné. Tato
metoda je oproti vybéru nejlep$i podmnoziny vypocetné tspornéjsi, protoze prohledava
mnohem mensi pocet modelid. Zatimco vybér nejlepsi podmnoZziny v naSem piipadé
prohleddval 512 modeld, tato metoda snizi jejich mnozstvi na 46. V nasledujici tabulce jsou
znazornény proménné, které jednotlivé modely obsahuji. Napt. nejlep$i model obsahujici
pravé pét vysvétlujicich proménnych obsahuje nasledujici proménné: ,,RAM®, , Jemnost
displeje®, ,,Vydrz*, ,,Pocet jader* a ,,iPhone*.

Pamet RAM Jemnost.Displeje Uhlopricka Vydrz Pocet.Jader Foto Android iPhone

1 ( 1 ) non LU LA I R 1] non non non non non non
2 ( 1 ) non LA L I R 1] non non non non non "k
3 ( 1 ) non Mk WM non non non non non "k
4 ( 1 ) non Wk Wk non "k non non non "k
5 ( 1 ) non Mk WM non "k "k non non LU
6 ( 1 ) "k Wk Wk LU ] wkn wkn won LU ] "k
7 ( 1 ) "k MWk kM "k "k "k non non "k
8 ( 1 ) "k LR LA T 1] mwxn wan " "k non "k
9 ( 1 ) "k LR LA T 1] mxn wkn wkn "Wk nkn nkn

Tabulka 5.13: Postupny vybér - vpied: Proménné modeli
Zdroj: autor

Mizeme si vSimnout, Ze oproti vybéru nejlep§i podmnoziny se zméni proménné
obsahujici nejlepsi model s dvéma proménnymi. Zatimco touto metodou je jako nejvhodné;si
proménny pro model s jednou proménnou zvolena ,,Jemnost displeje”. Objevuje se pak ve
vSech dalSich modelech, ale podle metody vybéru nejlepSi podmnoziny se v piipadé, kdy
model obsahuje pravé dvé proménné, do modelu hodi 1épe proménna ,,RAM*. Ted’ musime
zZ této mnoZziny modeld vybrat ten nejlepsi. Toho docilime pomoci stejnych postupil jako pfi
vybéru nejlepsi podmnoziny.

37




Adjusted RSq

. AN . =2
Obrazek 10: Postupny vybér - vpied - R Obrazek 11: Postupny vybér - vpied- C,  Obrazek 12: Postupny vybér - vpfed - BIC

0.60 0.70

0.50

5.2.1 Nepfimy odhad

V nasledujicich obrédzcich jsou uvedeny hodnoty jednotlivych ukazatelti a vyznaceny
jejich maxima, resp. minima.
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Zdroj: autor

Vsechny tfi testy urcily nejlepSi modely stejné, jako pii vybéru nejlepsi podmnoziny a
jejich hodnoty jsou identické. Upraveny koeficient determinace urcil jako nejlepsi model ten,
ktery obsahuje sedm proménnych, podle C, se jednad o model obsahujici Sest proménnych a
podle BIC model obsahujici ¢tyfi proménné. Jako nejlep$i model opét zvolime model
obsahujici Sest proménnych, jedna se o rovnici 5.2 v kapitole 5.1.1.

5.3 Postupny vybér zpét (Backward Stepwise Selection)

Posledni postup, kterému se zde budu vénovat, je postupny vybér zpét. Tato metoda na
rozdil od minulé, vybéru vpted, postupuje ,,odzadu®. Zafind s modelem obsahujicim vSechny
proménné a postupné je po jedné vytazuje. Vzdy vyfadi tu, ktera ma pro stavajici model
nejmensi piinos. Hlavni nevyhoda této metody pak spociva vtom, Ze jednou vytazené
promé&nné uZ znovu nezvazuje, jako je tomu v pfipad€ hybridniho pfistupu, takze se mize stat,
Ze je vyfazena proménnd, kterd by ovSem v dalSich modelech byla vyznamnéjsi, neZ néktera
z proménnych, kterd v ném zistala. Tato metoda opét prohledava pouze v naSem ptipad¢ 46
riznym modeld, vypocetné je tedy opét ispornéjsi, nez proces hledani nejlepsi podmnoZiny.
Nasledujici tabulka znazoriiuje postup vytazovani jednotlivych proménnych:

Pamet RAM Jemnost.Displeje Uhlopricka Vydrz Pocet.Jader Foto Android iPhone

1 ( 1 ) non LU L TR 1] non won won won non non
2 ( 1 ) non LU L LA B 1] non LU ] LA ] non non "k
3 ( 1 ) non LI LT 1] non won won won non mkn
4 ( 1 ) non MWk Wk non "k LA ] non non "k
5 ( 1 ) non LI LT 1] non "W "Wk won non "
6 ( 1 ) "k MWk Wk non "k "k non non "k
7 ( 1 ) "W LI LT 1] mxn "W "Wk won non mkn
8 ( 1 ) "k MWk Wk "k "k "k "k non "k
9 ( 1 ) "k MWk Wk "k "k "k "k "k "k

Tabulka 5.14: Postupny vybér - zpét: Proménné modeli

Zdroj: autor
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Zde si mizeme vSimnout, ze na rozdil od pfedchozich dvou metod neziistava jako
posledni proménna v modelu proménna ,JJemnost displeje”, ale proménné ,,RAM®. Je to
piiklad toho, ze kdyz metoda v n¢jaké Casti postupu jednu proménnou vytadi, uz ji v dalsi
Casti neni mozné do modelu vratit. Je to jedina zména oproti pfedchazejicim dvéma
postuptim.

Vyhodnoceni jednotlivych kritérii je identické, jako tomu bylo u postupného vybéru —
vpied. Jako nejlep$i model by byl tedy opét vybran model obsahujici Sest proménnych,
rovnice 5.2 v kapitole 5.1.1.

5.4 Vyhodnoceni vysledku

Jednotlivymi postupy jsme nakonec ziskali tfi modely, obsahujici ruzné pocty
proménnych. U vybéru nejlepsi podmnoziny jsme pouzili jednak nepiimy odhad, ktery jako
nejlepsi model zvolil model obsahujici Sest proménnych, rovnice 4.2 na stran¢ 26. Pak jsme
pouzili pfimy odhad a valida¢ni metodu a metodu kiizové validace. Valida¢ni metoda vybrala
model obsahujici ¢tyfi proménné, rovnice 5.4 na stran¢ 32 a metoda kiizové validace zvolila
model, ktery obsahuje sedm proménnych, rovnice 5.5 na strané¢ 34. Ddéle jsme pouzili
postupné vybéry, a to postupy vpied a zpét. U obou dvou postupli jsme jako nejlepsi model
oznacili model obsahujici Sest proménnych, jako tomu bylo v ptipadé nepiimého odhadu pii
vybéru nejlepsi podmnoziny, rovnice 5.2.

U vSech modelt jsme pak zjistovali, zda je pfitomna multikolinearita, a testovali jsme
heteroskedasticitu. Pro zjistovani multikolinearity jsme pouzili faktor VIF a zjistili jsme, Ze
ani vjednom piipadé¢ jeho hodnota nepfesahuje hranici, ktera by =znacila vysokou
multikolinearitu. Nejvyssi naméfena hodnota faktoru VIF = 5,794 je u modelu obsahujiciho
sedm proménnych, muzeme tedy konstatovat, Zze se ani v jednom modelu multikolinearita
nevyskytuje. Heteroskedasticitu jsme kazdého modelu testovali pomoci Breusch-Paganova
testu heteroskedasticity. Vysledek Breusch-Paganovych testi jednotlivych modeld zjistil, ze
se heteroskedasticity vyskytuje u vSech tii modell. Znamena to, Ze odhady sice zlstavaji
nestranné a konzistentni, ale nejsou vydatné a ani asymptoticky vydatné, takze mohou

v

existovat vydatnéjsi linearni estimatory.

Hodnoty jednotlivych kritérii jsou u vSech tfi modelti velmi podobné. R? ma nejvyssi
hodnotu model se sedmi proménnymi, ale jen o 0,08 oproti tomu s Sesti, hodnota C, je
nejlepsi pro model obsahujici Sest proménnych, a jen u ukazatele BIC je vétsi rozdil mezi
modelem se C¢tyfmi proménnymi a ostatnimi dvéma modely. Takovy vysledek miZeme ale
z ¢asti poukazat na to, Ze BIC silngji penalizuje modely obsahujici vice proménnych, ma tedy
tendenci vybirat spiSe modely S men$im poctem proménnych. | v pfipad€ obou validacnich
metod, nejsou hodnoty toho modelu extrémné rozdilné oproti nejlepsi varianté. U validacni
metody je model s Sesti proménnymi tfeti nejlepsi model v pofadi a model se sedmi ctvrty. V
ptipadé metody kiizové validace je model s Sesti proménnymi paty nejlepsi model a model se
Ctyfmi az ptredposledni. Na zdkladé téchto testl provedenych v této kapitole jsem jako
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nejlepsi z téchto tii modeld vybral ten, ktery obsahuje pravé Sest proménnych, rovnice 5.2
strana 30. Model vysvétluje 72,96% variability vysvétlované proménné a obsahuje
vysvétlujici proménné ,,Pamet”, ,RAM®, ,Jemnost displeje®, ,,Vydrz®, ,Pocet jader” a
,,1Phone*.
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6 Zaveér

V této praci jsem chtél zjistit, jaké z vybranych technickych parametri ovliviiuji cenu
mobilnich telefont a jak. Postupné jsem se dostal k o¢ekavanym vysledkiim v tom smyslu, Ze
vSechny parametry krom jedné vyjimky maji pozitivni vliv na rist vysledné ceny, neboli ze
s ristem jednotlivych parametrii se zvedd i1 cena. Toto vysvétluji tim, ze kazdy z vybranych
parametrit by m¢l mit pozitivni vliv na kvalitu telefonu, takze s rostouci kvalitou se bude
zvySovat 1 cena. Jedinou zminovanou vyjimkou byla proménnd oznacujici pocet jader
v procesoru daného telefonu, kde plati, ze pokud se pocet jader v procesoru zvysSoval,
vysledna cena se snizovala. Toto by mohl mit za nasledek fakt, Zze procesory obsahujici vice
jader nejsou nutn¢ kvalitngj$i a vykonngjsi nez ty, které jich obsahuji mensi pocet.

Zajimavé je také zaméfeni se na jedinou proménnou zabyvajici se znackou mobilniho
telefonu. Oc¢ekavany vysledek byl znovu takovy, ze pokud bude telefon znacky Apple, resp.
bude se jednat o iPhone, bude cena rist. Telefon se stejnymi vlastnostmi od znacky Apple
bude tedy draz8i nez srovnatelné pfistroje ostatnich znacek, ale neocekaval jsem, ze rozdil
bude az tak vyrazny.

Na vSechny odhady ma samoziejmé také vliv pritomnost heteroskedasticity, takze
vysledky musime brat s jistou rezervou. Na vytvoreni zakladni pfedstavy jsou ale tyto odhady
dostacujici.

Zajimavé by ur€it€ bylo zkoumat tuto problematiku na vétSim vzorku a zahrnout do
testovani 1 vice znacek a dalSich proménnych, které jsem v tomto relativné jednoduchém
modelu nemohl pouzit. Jedna se napt. o proménné jako rozliSeni a typ displeje a typ
procesoru, které jsem bohuzel nebyl schopny do mého modelu zahrnout kviili jejich sloZitému
zaznamenani. Nejen tyto parametry totiz jist¢ maji nemaly vliv na kone¢nou cenu telefonu a
mohly by vysledny odhad podstatné zlepsit.
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10 Priloha

Kompletni seznam vSech dat pouzitych pro vypocty V této praci.

Zdroj: www.mobilmania.cz a www.czc.cz, 12.12. 2014

Nazev Cena |Pamét|RAM |Jemnost Displeje | Uhlopficka | Vydrz | Pocet Jader | Fotoaparat | Android | iPhone
1| Apple iPhone 6 Plus 16GB 20000 16| 1024 401 55| 2915 2 8 0 1
2 | Samsung Galaxy Note 4 18500 323072 515 5,7| 3220 4 16 1 0
3| Apple iPhone 6 16GB 18400 161024 326 4,7| 1810 2 8 0 1
4| Sony Xperia Z3 Dual 17200 16 | 3072 424 5,2| 3100 4 21 1 0
5| Xiaomi Mi4 64GB 15000 64 | 3072 441 5] 3080 4 13 1 0
6 | Samsung Galaxy Note 3 14900 323072 386 5,7| 3200 4 13 1 0
7 | Lenovo Vibe Z2 Pro 14000 323072 490 6| 4000 4 16 1 0
8 | Samsung Galaxy Alpha 12800 3212048 312 4,7| 1860 8 12 1 0
9 | Samsung Galaxy S5 12400 16| 2048 432 5,1| 2800 4 16 1 0
10| CAT S50 12400 82048 312 4,7| 2630 4 8 1 0
11| Sony Xperia Z3 Compact 12000 16| 2048 319 4,6| 2600 4 21 1 0
12 | Apple iPhone 5 16GB 12000 161024 326 4| 1420 2 8 0 1
13| LG G3 32GB 11100 323072 534 5,5| 3000 4 13 1 0
14 | Nokia Lumia 1520 11000 3212048 367 6| 3400 4 20 0 0
15 | Alcatel One Touch HERO 2 10500 16 |2048 367 6| 3100 8 13 1 0
16 | Sony Xperia Z2 10000 16| 3072 424 5,2 3200 4 21 1 0
17 | Nokia Lumia 930 10000 322048 441 5] 2420 4 20 0 0
18 | LG Nexus 5 10000 162048 445 4,95| 2300 4 8 1 0
19 | Xiaomi Mi4 16GB 9900 16| 3072 441 5| 3080 4 13 1 0
20 | Meizu MX4 32GB 9500 322048 418 5,36| 3100 8 21 1 0
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21| Sony Xperia Z1 9500 162048 441 5| 3000 4 21 1 0
22 | Samsung Galaxy S4 9300 162048 441 5| 2600 4 13 1 0
23 | Lenovo Vibe X2 9000 32|2048 441 5| 2300 8 13 1 0
24 | HTC One mini 2 9000 161024 326 4,5| 2110 4 13 1 0
25| Zopo ZP990+ 8800 32|2048 367 6| 3000 8 14 1 0
26 | CAT B15Q 8500 411024 233 4| 2000 4 5 1 0
27 | Meizu MX4 16GB 8500 162048 418 5,36 3100 8 21 1 0
28 | Huawei Ascend P7 8500 16| 2048 441 5| 2500 4 13 1 0
29 |HTC One 8400 322048 469 4,7 | 2300 4 4 1 0
30 | Lenovo Vibe 72 8400 3212048 267 5,5| 3000 4 13 1 0
31 | Nokia Lumia 830 8300 16| 1024 294 5| 2200 4 10 0 0
32| Sony Xperia Z1 Compact 8300 162048 342 4,3| 2300 4 21 1 0
33 | Motorola Moto X 8200 16| 2048 312 4,7| 2200 2 10 1 0
34| Zopo ZP998 8000 162048 401 5,5| 2400 8 14 1 0
35| Lenovo P70 7000 162048 294 5| 4000 8 13 1 0
36 | Apple iPhone 4S 8GB 7000 8| 512 330 3,5| 1432 2 8 0 1
37 | Nokia Lumia 925 7000 161024 332 4,5| 2000 2 9 0 0
38| Zopo ZP980+ 6900 16| 2048 441 5| 2000 8 14 1 0
39 | Alcatel One Touch Idol X+ 6500 322048 441 5| 2000 8 13 1 0
40 | HTC Desire 601 6200 811024 245 4,7 | 2400 4 8 1 0
41 | Nokia Lumia 735 6200 811024 312 4,7| 2220 4 7 0 0
42 | Sony Xperia T3 6000 811024 277 5,3] 2500 4 8 1 0
43 | Samsung Galaxy S4 mini 6000 811536 256 4,3| 1900 2 8 1 0
44 | Lenovo S850 5600 161024 294 5| 2000 4 13 1 0
45 | Xiaomi Redmi NOTE 5100 812048 267 5,5| 3200 8 13 1 0
46 | Apple iPhone 3G 16GB 4700 16| 128 165 3,5| 1150 2 2 0 1
47 | Samsung Galaxy S3 Neo 4700 16 | 1536 306 4,8| 2100 4 8 1 0
48 | BenQF5 4600 16| 2048 294 5| 2520 4 13 1 0
49 | HTC Desire 516 Dual SIM 4500 41024 220 5| 1950 4 5 1 0
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50 | Gigabyte Gsmart MIKA M3 4500 811024 294 5| 1900 4 13 1 0
51 | Alcatel One Touch Idol Alpha 4500 162048 312 4,7 | 2000 4 13 1 0
52 | myPhone CUBE 4200 16| 1024 220 5| 1800 4 8 1 0
53| Sony Xperia E3 4200 411024 218 4,5| 2330 4 5 1 0
54 | Samsung Galaxy Grand Neo Duos 4000 811024 187 5| 2100 4 5 1 0
55 | Gigabyte Gsmart AKTA A4 3900 811024 220 5| 1800 4 13 1 0
56 | Sony Xperia M 3700 41024 245 4| 1750 2 5 1 0
57 |BenQT3 3600 41024 245 4,5| 1900 4 8 1 0
58 | Gigabyte Gsmart Simba SX1 3500 41024 294 5| 1900 2 13 1 0
59 | Myphone Next-S 3200 41024 245 4,5| 1800 4 8 1 0
60 | Nokia Lumia 635 3200 8| 512 218 4,5| 1830 4 5 0 0
61 | Microsoft Lumia 535 Dual SIM 3200 811024 220 5| 1905 4 5 0 0
62 | Sencor Element P501 3100 41024 196 5| 2000 4 5 1 0
63 | Samsung Galaxy S Duos 2 2900 4| 768 233 4| 1500 2 5 1 0
64 | Samsung Galaxy Trend Plus 2700 4| 768 233 4| 1500 2 5 1 0
65 | Nokia Lumia 630 Dual SIM 2500 8| 512 218 4,5| 1830 4 5 0 0
66 | Lenovo A328 2500 41024 218 4,5| 2000 4 5 1 0
67 | Alcatel Onetouch POP D3 2300 4| 512 233 41 1400 2 5 1 0
68 | Nokia Lumia 530 2200 4| 512 245 4| 1430 4 5 0 0
69 | Lenovo A319 2000 4| 512 233 4| 1500 2 5 1 0
70 | GoCleaver Quantum 400 1700 4| 512 233 4| 1600 4 2 1 0
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