Vysoka skola ekonomicka v Praze
Fakulta informatiky a statistiky

Katedra statistiky a teorie pravdépodobnosti

Studijni program: Statistika a ekonometrie

Obor: Kvantitativni metody v ekonomii

Pouziti metody bootstrap
ve statistice

BAKALARSKA PRACE

Student : Jiri Prochazka
Vedouci : Mgr. Milan Basta, Ph.D.
Oponent

2013



Prohlaseni:
Prohlasuji, ze jsem bakalafskou praci zpracoval samostatné a ze jsem uvedl vSechny

pouzité prameny a literaturu, ze které jsem Cerpal.

V Praze dne 20. 05. 2013
Jifi Prochazka



Podékovani
Réd bych pod€koval mému vedoucimu prace, Mgr. Milanu Bastovi, Ph.D., za vénovany
Cas a podnétné rady, jimiz mi do znacné miry pomohl pfi vypracovani této bakalatské pra-

ce.



Abstrakt

Cilem této bakalarské prace je predstavit zakladni vyuziti metody bootstrap ve statistice. V
nasledujicich kapitolach bude vysvétleno fungovani metody bootstrap, aplikace této meto-
dy pro odhadovani smérodatné odchylky, vychyleni odhadu a pro tvorbu intervalt spoleh-
livosti. Taktéz v této praci bude prezentovana moznost vyuziti metody bootstrap pro
testovani statistickych hypotéz. Nasledn¢ budou tyto metody aplikovany na realna ¢i simu-
lovana data. Bude-li to mozné, metoda bootstrap bude porovnana s analytickym ptistupem.
Prace bude ¢lenéna do péti hlavnich kapitol, vyjma uvodu. Prvni z téchto péti kapitol pied-
stavi n¢které svétové autory zabyvajici se bootstrapem a jejich knihy. Nasledujici kapitola
bude jakymsi tvodem do problematiky. Tteti ¢ast se bude zabyvat aplikaci metody boot-
strap pro hodnoceni kvality bodovych odhadi. V ¢tvrté ¢asti budou piedstaveny aplikace
nékterych metod bootstrapu pro tvorbu intervalti spolehlivosti. V posledni ¢asti této prace

se budu zabyvat testovanim statistickych hypotéz za pomoci metody bootstrap.
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potéz



Abstract

The main aim of this bachelor thesis is to introduce the basic utilization of bootstrap in
statistics. In following chapters will be explained the functionality of bootstrap, applica-
tions of this method on estimating of standard errors of estimators, biases of estimators and
creating of interval estimates. In this bachelor thesis will be also presented the possibility
of utilization bootstrap for statistical hypothesis testing. Afterwards these methods will be
used on real or simulated datasets. If possible bootstrap methods will be compared with the
analytic approach. Excluding the preface the whole thesis is divided into five parts. The
first part introduces several authors (as well as their books) who contributed largely to the
theory and application of bootstrap. The next chapter serves as an introduction to the topic
of bootstrap. The third part will deal with the application of bootstrap in evaluating the
quality of estimators. In the fourth several bootstrap methods for constructing interval es-
timates will be introduced. The last chapter of this thesis is devoted to statistical hypothesis

testing using the bootstrap approach.
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1 Uvod

V podstaté kazdy den se Clovek setkava se situaci, kdy je nucen vyhodnocovat ur¢itou enti-
tu na zaklad¢ dostupnych dat. Jen malo kdy pii onom vyhodnocovani ma dostupna veskera
relevantni data, a tedy se da fici, Ze je provadén jisty typ Gsudku o celkové entité na zakla-
dé vyberovych dat. Jako ptiklad si Ize predstavit fidiCe, ktery na zdkladé zkusenosti uvazu-
je, zdali bude v centru horsi dopravni situace nez na okruhu. Tyto situace je mozné
piipodobnit k statistické indukei, kdy na zakladé€ analyzy vybérovych dat je provadeén Gsu-
dek o populaci, respektive o zakladnim souboru. Stejné¢ jako v realité, i Vv statistice je dile-
zita schopnost vyhodnoceni presnosti téchto usudki. V kazdodennim zivoté je jen malo
kdy vyuzivano sofistikovanych metod k urceni ptresnosti tisudki, naopak ve statistice exis-
tuje mnoho analytickych nastroji pro vyhodnoceni piesnosti odhadi. Bohuzel vétSina
z nich funguje pouze za urc¢itych podminek a jen pro specifické typy tsudkia. Metoda boot-
Jedna se o metodu hojné vyuzivajici poéitacovych simulaci. Vyznam této metody rostl
spolu s rustem vykonnosti procesoru. Oproti sedmdesatym 1étim, kdy byla metoda boot-
strap poprvé prezentovana, se zvySil pocet tranzistorti zapojenych v procesoru zhruba stoti-

sici nasobné.

Tato bakalaiska prace popisuje co je metoda bootstrap, jaké jsou jeji zakladni principy,
k cemu lIze tuto metodu vyuzit. V praci je zkoumana moznost praktické aplikace metody
pii odhadovani smérodatné odchylky odhadu, vychyleni odhadu, tvorbé intervala spolehli-
vosti a testovani statistickych hypotéz. V piipadech, v kterych lze vyuzit i analyticky pii-
stup bude provedeno porovnani metody bootstrap s analytickym piistupem. Veskeré grafy,

vypocty a analyzy jsou tvofeny a provadény v programu R.
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2 Bootstrap ve svété

Bootstrap je relativné mladou metodou statistiky. I kdyz byl objeven jiz v sedmdesatych
letech, jeho pIny rozvoj byl umoznén az spolu s rozvojem vypocetni techniky. Tato kapito-
la je vénovana piedeviim odkaziim a referencim. Ctenat zde nalezne hruby vycet svéto-

vych autord, reference na knihy a ¢lanky.

21 Autori
Bradley Efron

Bradle Efron je profesorem na Standfordské université. Je oznaCovan za autora metody
bootstrap. Z jeho hojné publikac¢ni ¢innosti bych uvedl monografii An Introduction to the

Bootstrap. Tato kniha je jednim z hlavnich zdroji mé prace.

Jun Shao

Jun Shao, profesor Wisconsinské university, napsal spolu s profesorem Dongshen Tu kni-
hu The Jackknife and Bootstrap vydanou nakladatelstvim Springers.

Peter Hall

Peter Gavin Hall je australskym profesorem habilitujicim na Australian Nation University,
nyni vyucujici na University of Melbourne. Mezi jeho piinosy patii napiiklad prace na
téma bootstrapovych Monte Carlo aproximaci a jejich zefektivnéni. Z Hallovych monogra-
fii bych rad uvedl knihy On Efficient Bootstrap Simulation a Antithetic Resampling for the

Bootstrap.
John Hartigan

John Hartigen se mimo jiné vénoval vyzkumu uZziti nejriznéjSich resamplovacich metod ve
statistice. Rad bych zde uvedl jeho knihu, Using subsample values as typical values, kterou

napsal v roce 1969, a v které se zabyva zobecnénim metody jackknife.

John Tukey
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John Tukey je osoba, ktera polozila jeden ze zakladnich kamentl, na ktery navazali vyse
zminéni autofi. Mezi jeho ¢etnymi monografiemi bych rad vypichnul knihu Bias and con-

fidence in not quite large samples.

2.2 Knihy

An Introdutcion to the Bootstrap
Bradley Efron, Robert J. Tibshirani

Tato kniha je délena do dvou celkd. V prvni Casti knihy je uvedena nezbytna zakladni sta-
tisticka teorie spolu s technikami metody bootstrap. Samotna teorie a odvozeni metody
bootstrap je vcetné nékterych odvozeni zapsana az v druhé Casti knihy. Tato kniha je velice

piinosnd i1 pro Ctenare, ktefi nejsou studenty statistiky.

The Jackknife and Bootstrap
Jun Shao, Dongsheng Tu

Na rozdil od vyse zminéné knihy, tuto monografii profesortt Tua a Shaa bych doporucil
piredevsim studentim doktorského nebo alesponl navazujiciho stupné statistiky. Jsou zde
veskeré metody popsany velice sofistikované a k vét$iné problému, zde feSenych, je na-
psana i alternativa, existuje-li, a ptislusna reference na monografii, poptipad¢ ¢lanek, za-

byvajici se do hloubky danym problémem.

Exploring the Limits of Bootstrap

Raoul lePage, Lynne Billard (editovino)

Tato kniha je sbirkou ¢lankti mnoha autorii. Ctenat se zde seznami s hrubym nastinem rtiz-
norodych smérti vyuziti bootstrapu. Chce-li se ¢tenat dozvedét vice o specifické problema-

tice, nalezne v této knize piislusné reference.
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3 Uvod do problematiky

3.1 Symbolika a terminologie

V této praci se budu snazit dodrzovat uréitou formu definovanou v této kapitole. Pojmem
populace je rozumén soubor vSech statistickych jednotek uvazovanych v dané statistické
uloze. Pojem zakladni soubor bude v této praci uzivan jako synonymum terminu populace.
vlastnosti. Pod pojmem vybér bude myslena urcita libovolné velka podmnozina populace.
Pojmem nahodny vybér bude mySlen vybér z nekonecné populace, respektive vybér
z kone¢né populace s vracenim, kdy kazda statisticka jednotka ma stejnou pravdépodob-
nost vybrani. Veli¢ina, at’ uz nadhodna ¢i nenahodna, bude znacit uréitou statistickou vlast-
nost rtiznych jednotek populace. Ndhodnou veli¢inu budu v nasledujicim textu znacit vzdy
velkym pismenem. Ndhodnym vektorem bude myslen vektor nahodnych veli¢in. Nahodny
vektor se bude znac¢it malym pismenem. Napiiklad ma-li sledovana ndhodna veli¢ina X
urcité rozdéleni, ndhodny vybér o velikosti N mize byt pied provedenim vybéru uvazovan
jako n nahodnych veli¢in X; X5, ..., X;se stejnym rozdélenim jako ma X. Poté ndhodny

vektor X bude znac¢en malym pismenem a bude se zapisovat takto:
x =X Xy, ..., Xp) 311

Kazda funkce nahodné veliCiny je opét nahodna veli¢ina. Napiiklad vybérovy primér na-
hodné veli¢iny X budu znacit jako X. Vyse zmiiované n bude v této praci vzdy znagit po-
cet prvkl v konkrétni mnozin€. Po provedeni nahodného vybéru budu znacit konkrétni
hodnoty malym pismenem, tudiz ndhodny vektor X nabyva hodnot x; x5, ..., x,, a vyb&rovy

pramér konkrétni realizace nahodného vybéru budu znacit x. (Hebdk, Bilkovd, &

Svobodova, 2009)

Rozd¢leni pravdépodobnosti, zkracené rozdéleni, nahodné veli¢iny X bude dano distribuc-

ni funkci
F(x)=PX <x);—o<x<® 3.1.2

Tedy pojmem neznamé rozdéleni ndhodné veli¢iny X a ndhodné veli¢ina X s nezndmou

distribu¢ni funkci bude mysleno to samé. Je-li nahodna veli¢ina spojit4, byva tato velicina
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popisovana hustotou pravdépodobnosti. Hustota pravdépodobnosti je definovéana jako prv-

ni derivace distribu¢ni funkce F (x) podle x a znaci se pro odliSeni malym pismenem f(x).
f(x) = dF(x) 3.1.3
F) = [~ f(®)dt 3.1.4

V tomto vzorci je substituce t za x pouze formalni zapis. Zbylé znaceni bude definovano

Vv prubéhu textu vzdy pti prvnim vyskytu.

3.2 Zakladni myslenka bootstrapu

V realité je chovani nahodnych veli¢in zna¢né odlisné. Zachytit a popsat tyto vlastnosti je
V obecné roviné velice narocné, obCas az nemozné. Proto se teorie pravdépodobnosti
zabyva jen popisem nejéast&jsich pravdépodobnostnich rozdéleni. Castokrat je mozné se
setkat se situaci, kdy ziskany vybér z populace, o které nejsou dostupné zadné dalsi
informace, vykazuje prvky nenormality. Za piedpokladii dostatecné velkého vybéru je
pochopiteln¢ mozné aplikovat centralni limitni vétu, nicméné ani centralni limitni véta neni
v§emocna a je ji mozné aplikovat pouze v ptipadé limitniho rozdéleni vybérového uhrnu,
respektive vybérového priméru. Je-li vybér X, ..., Xn, nabyvajici hodnot Xy, ..., Xn, vybran
nahodné z populace, s neznamou distribuéni funkci F a neznamym parametrem 6, prvni
praci statistika byva vhodné odhadnout onen nezndmy parametr, respektive funkci tohoto
parametru. Toho je mozno docilit vhodné zvolenym odhadem t(x). Napiiklad je-li
hledanym parametr stfedni hodnota u a jako vhodny odhad je volen vybérovy priamér
t(x) = X, pak

n= [x=xdF(x) 3.2.1

i=X 3.2.2

Dalsi otazkou je, jak ptesné jsou Gisudky o daném populaénim parametru. Mirou variability
bodového odhadu je stfedni ctvercova chyba, kterd udava primérné ctvercové odchyleni

stitedni hodnoty odhadu od skute¢né hodnoty popula¢niho parametru.

E[t(x) — 0]? = D[t(x)] + b3[t(x)] 3.2.3
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Ve vyse uvedeném vzorci D[t(x)] znaéi rozptyl odhadu a b3[t(x)] znaéi vychyleni odha-
du na druhou. V této praci budu D[t(x)] zna&it taktéZ pro zkraceni zapisu jako D (). Roz-
ptyl odhadu je absolutni mirou variability odhadu. Je definovan jako primérné ctvercové
odchyleni odhadu od své stfedni hodnoty. V mé praci bude D(X) vzdy znacit rozptyl na-
hodné veli¢iny X a D(x) jako rozptyl konkrétni realizace nahodné veli¢iny. Vychyleni od-
hadu znaci rozdil mezi hodnotou odhadovaného parametru a stiedni hodnotou odhadu.

V mé praci budu vzdy znagit vychyleni odhadu jako bg[t(x)], nebo zkracené jen b(8).

Je-1i odhad nevychyleny, poté je stfedni ¢tvercova chyba rovna rozptylu odhadu, tedy ab-
solutni mirou variability pro vSechny nevychylené odhady je rozptyl, respektive druhou
odmocninu z néj, smérodatna odchylka odhadu, téz n€kdy v literatufe oznaCovana jako

smérodatna chyba odhadu.

se[t(x)] =/ D[t(x)] 3.24
Ozna&im-li 62 rozptyl neznamé populace s distribu¢ni funkci F, pak a2 je roven

o2 =[x —[fx*dF(x)])?dF(x) 3.1.5

a mezi rozptylem o2 a smérodatnou odchylkou odhadu X plati jednoduchy vztah:

— 0-2
se(X) = - 3.2.6

Tento tvar je vcelku bezcenny, jelikoz neni zndma distribu¢ni funkce F(x), tudiz i o2 je

neznamy. Nicméné existuje nevychyleny odhad o2

n _ v
/0\2: ijj(Xl X) 327

n—1

Po dosazeni nevychyleného odhadu do rovnice ¢. 3.2.6 je ziskan odhad smérodatné od-

chylky odhadu

- TR (Xi—X)
Se(X) = W 328

vvvvvv

vvvvvv

korela¢ni koeficient a jim podobné. (kol. autord, 1992)
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3.3  Empiricka distribucni funkce

Stale nevyfesenou otazkou je, jak obecné co nejlépe odhadnout nezndmy parametr a urdit,
jak pfesny na$ odhad je. Jedna-li se 0 parametrické odhady, kdy nahodna veli¢ina X ma
zndmou distribucni funkci F(x), S neznamym parametrem, ¢i nezndmym vektorem para-
metrt, existuje mnoho postupt pro konstrukci vhodného odhadu. Nejznaméjsi skupinu
odhadi tvofi tak zvané M-estimatory, které lze povazovat v obecné roviné pouze jako
zobecnéni maximalné vérohodnych odhadi.. Je-li F(x) regularni rozdéleni, je mozné za
pomoci metody maximalni vérohodnosti zkonstruovat nevychyleny, konzistentni a vydatny
odhad nezndmého parametru dan¢ho rozdé€leni. Vhodnou aproximaci variability tohoto
odhadu je pak Fischerova mira informace. Avsak odhady parametri ziskanych metodou
maximalni vé€rohodnosti maji sklon k tomu byt koncentrovangjsi okolo stfedni hodnoty.
Necht’ X;,X3, ..., X, jsou nahodné vybrané nezavislé nahodné veli¢iny pochazejici ze stej-
ného rozdéleni s distribu¢ni funkci F(x), pak neparametrickym maximalné vérohodnym

odhadem F(x) je empiricka distribuéni funkce F(X). Empirickd distribuéni funkce je

e o, f e, y e 1
diskrétni distribu¢ni funkci pfitazujici pravdépodobnost vybrani i-tého pozorovani jako -

Pr(X=x) =~ 3.2.1

#(Xisx)
n

F(x) =Pp(X<x) = 3.2.2

V této praci pouzivam dolni index s dosazenou distribu¢ni funkci pouze v rdmci porovna-
vani dvou entit liSicich se pouze dosazenou distribu¢ni funkci a v ptipad¢ kdy neni jasné,
jaka distribuéni funkce byla pro dany piipad dosazena. Je-li v dolnim indexu F, znamen4
to, ze pro tento pripad byla dosazena za neznamou distribu¢ni funkci empiricka distribu¢ni
funkce. Je-li v dolnim indexu pouze F, znamena to, Ze pro dany piipad byla ponechana
neznama distribu¢ni funkce. Funkce #(X; < x) vyjadifuje pocet nahodnych veli¢in vybéru
mensich nebo rovnych x. V dal§im textu budu tuto funkci Casto pouzivat. Argument této
funkce je ur¢ita podminka. Funkce kumuluje jednicku pokazdé, je-li tato podminka splné-

na. To znamena, Ze je-li podminka splnéna ttikrat, funkce vrati hodnotu tfi.
Empiricka distribu¢ni funkce poskytuje nevychyleny odhad neznamé distribuéni funkce,

E[F(x)] = F(x) 3.2.3
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Nicméné jak jiz bylo feCeno rozdéleni odhadnuté metodou maximalni vérohodnosti ma
vys$i koncentraci okolo stfedni hodnoty, tudiz systematicky podhodnocuje rozptyl. Pro

vypocet nevychyleného odhadu rozptylu je nutno vypocet doplnit nasledujicim vztahem
E[Ds(X)] = ”7‘1 Dr(X) 3.2.4

Proto, jak je ndm zndmo ze zékladnich kurzii statistiky, je doporuceno radéji pouzivat jako
odhad popula¢niho rozptylu upraveny vybérovy rozptyl, nez samotny neupraveny odhad za
pomoci empirické distribu¢ni funkce.

n _¥\2
L Dp(x) = EREED < 2 3.2.5

n-1

Bude-li v nasledujicim textu zminén pojem neparametricky odhad, bude tim myslen odhad
neznamé distribuéni funkce za pomoci neparametrického maximalné vérohodného odhadu,

s vyuzitim empirické distribu¢ni funkce. (kol. autort, 1992)

n=30 n=100 n=1000
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Graf ¢islo 1 — Konvergence empirické distribu¢ni funkce
zdroj: vlastni zpracovani na zakladé simulovanych dat

Graf ¢&islo 1 zndzorfiuje konvergenci empirické distribuéni funkce k distribu¢ni funkci
normovaného normalniho rozdé€leni. V ptiloze A je vlozen kod v jazyce R pro tvorbu toho-

to grafu.
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3.4 Jackknife

Roku 1958 predstavil John Wilder Tukey techniku pro odhadovéani chyb odhadt zvanou
,Jackknife®, navazujici na Quenouillevu praci v oblasti odhadu vychyleni odhadt. John
Tukey ziskal doktorat z matematiky na Princetonské université. Mimo jeho nesmirny
piinos na poli aplikované matematiky, je mozné se s jeho jménem taktéz setkat v historii
vypoetni techniky. Udajné je autorem definice pojmu ,bit“ a taktéz pouzil ve své
publikaci jako prvni slovo ,software®. Ve statistice muzeme narazit na jeho jméno
naptiklad v souvislosti s ANOVOU, kde Tukeyova metoda mnohonasobného porovnavani

urcuje jaka dvojice p; # p; zpasobila zamitnuti nulové hypotezy o shodé stfednich hodnot.

Princip metody jackknife je nasledujici. Za ptedpokladl, ze vybér dat X byl vybran

;. s 7 . r v ’ v v , v 1
nezavisle, ze stejného neznamého rozdeleni, coz mohu zaznacit nasledovné.

i.i.d.
F — (x1,X3, .., Xp) =X 3.3.1
0 = t(x) 3.3.2

Je vytvoten novy jackknifovy vybér x(; tak, Ze z piivodniho vzorku je vzdy vymazéano i-té

pozorovani. Je jasné, ze timto krokem lze dosahnout n novych vzorkt o velikosti n-1.
Xy = (X1, X2, v s Xjm1,Xig1s s X) 3.3.2

Necht’ é(,):t(xm) je replikaci 8 s vyfazenym i-tym pozorovanim. Pak jackknifovy odhad
smérodatné odchylky odhadu (3.3.3) a vychyleni odhadu (3.3.4) je:

— ~ -1 ~ ~

S€jack(0) = \/(nn L ¥ (B — 0)? 3.3.3
B0

bjack(e) = 7(1)_1 3.34
g, = Z=b 335

'V nasledujicim textu bude vzdy pojmem nahodny vybér mysleno, Ze byl vybér proveden

nezavisle ze stejného rozdeleni, nebude-li vyslovné fe¢eno néco jiného.
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Ejack (6) je v tomto piipadé jackknifovy odhad be(x)(6) @584k (8) je jackknifovym od-
hadem se(0)

vvvvvv

vybérovy prumér. Nevyhodou je, Ze tato metoda vyuziva pouze n novych vybéra, ¢ili takto
ziskana informace 0 vybéru je omezena. Bohuzel v dobé& kdy byla tato metoda
predstavena, byla vypocetni technologie v pomysinych plenkdch, vypocty se prevazné
provadély rucné, a proto je toto omezeni vcelku obhajitelné. Lze dokazat, Ze jackknife je
velice kvalitni aproximaci bootsrapu, nic mén¢ jen tehdy, je-1i odhad hladky, coz v tomto
pfipad¢ znamena, Ze mald zména ve vybéru zplisobi pouze malou zménu ve vypocitaném
odhadu. Klasickym piikladem nehladkého odhadu je naptiklad vybérovy median, vybérova
maximalni hodnota nebo vybérovy primér ¢isel s lichymi indexy. (Effron & Timbishirani,

1993) Napiiklad je-li vybran vybér o deviti pozorovanich
x=(11,12,13,14,15,16,17,18,19),

pak jsou vySe zminéné vybérové statistiky rovny:

X =15

max(x) = 19

liché;(X) =15

Zméni-li se hodnota druhého pozorovani o dvé, vybérovy median, vybérové maximum ani
vybérovy pramér ¢isel s lichymi indexy se nezméni. Bereme-li v ivahu median.

6=X

é(i) = (15.5,15.5,15.5,15.5,15,14.5,14.5, 14.5, 14.5)

§Ejack (x) =1, 3

Je ziejmé, Ze jackknifova replikace medianu nabyva maximalné tfi hodnot. Lze dokézat, Ze

je pro tento ptipad porusena konzistence.
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smérodatna odchylka pruméru smérodatna odchylka medianu
Iy —
@ g | m @ — Jackknife estimator
%:. o Jackkmfelesnrnator %:. = —— Monte Carlo simulace
= = — Analyticka formule = _
e e
o o [s] |
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Graf ¢islo 2 — Jackknifovy odhad smérodatné odchylky odhadu
Zdroj: vilastni zpracovdni ze simulovanych dat

Graf zobrazuje pribéh jackknife odhadu v zdvislosti na n. Byl proveden ndhodny vybér o
velikosti n. Prvni graf zachycuje odhad smérodatné odchylky vybérového praméru. Modra
kiivka znazorfiuje hodnoty vypoétené metodou jackknife. Cervena kiivka znazortiuje pri-
béh analytické funkce smérodatné odchylky vybérového praméru dle vzorce ¢. 3.2.6. Dru-
hy graf zachycuje odhad smérodatné odchylky vybérového medianu. Bohuzel tato
vyberova statistika nema trividlni vyjadieni analytické funkce rozptylu, proto byla metoda
jackknife komparovana se simulaci Monte Carlo. V Monte Carlo simulaci bylo realizovano
deset tisic nahodnych vybéru o velikosti n ze znamého rozdéleni. Nasledné byl pro kazdy
nahodny vybér vypocten vybérovy median. V poslednim kroku byla vypoctena vybérova
smérodatna odchylka téchto ,,Monte Carlo medianti“. Z grafu je patrna nekonzistentnost

metody pro nehladké odhady.

Dalsim a asi hlavnim selhanim metody jackknife je tak zvana studentizace pii tvorbé inter-
vall spolehlivosti. Necht’ je odhad parametru 8 aproximovatelny k normalnimu rozdé¢leni.

©-0) _

se(@) 3.3.6

Zde u zna¢i normované normalni rozdéleni. Je-li nahrazena neznama statistika se(H)

jackknifovym odhadem, je moZné zapsat,

6 +u/? % 5841, (6) 3.3.7
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a/2

r s e v, @ . r 1T v ’ , v
V této rovnici u*/“ znaci > kvantil normovaného normalniho rozdé€leni. Je zndmo, ze pro

neznamy rozptyl je normalni rozdéleni pouze limitni aproximaci studentova t-rozdéleni a
tudiz pro mensi vzorky lze tento interval spolehlivosti vylepsit aproximaci t-rozdélenim o

n-1 stupni volnosti.

0 +t8 7 5 52,04 (0) 3.3.8

V této rovnici t,gl__la/ 2) znaéi% kvantil t-studentova rozd¢leni s n-1 stupni volnosti. Bohuzel
je dokazano, Ze jackknifovy interval spolehlivosti s aproximaci parametru k t-rozdéleni
neposkytuje statisticky vyznamné lepsi intervalovy odhad 6 neZ s aproximaci k studentovu

t-rozdéleni. (kol. autord, 1992)

3.5 Bootstrap

Poprvé se myslenka bootstrapu objevila jiz roku 1969. Autorem této myslenky byl austral-
sky statistik John Hartigan. Hartigan tvrdil, ze kazdy nahodny vybér o rozsahu n ma
2™ — 1 neprazdnych podmnozin. Jackknife vyuziva pouze n z nich. Moznosti jak jackknife
vylepsit, by bylo pouzit metodu zalozenou na vice nez n podmnozinach piivodniho vybéru.
Bohuzel v této dobé byly pocitace stale jesté velice pomalé a nevhodné pro rozsahlé simu-
lace. Proto Hartigan ziistal pouze u teoretickych uvah. O deset let pozdéji, roku 1979, byla
Bradem Efronem, profesorem Stanfordské university, pfedstavena metoda nazvana
,,bootstrap“. Myslenka bootstrapu vznikla pii zkoumani vlastnosti odhadi smérodatné chy-
by odhadu metodou jackknife. Principem metody bootstrap je, Zze z ndhodného vybéru o
rozsahu n je vybrano aplikaci urcitého pravdépodobnostniho modelu n pozorovani
s vracenim. Kazdou tuto realizaci vybéru S vraceni z plivodniho vybéru nazvéme bootstra-
povy vybér. Z toho vyplyva, Ze je mozno vytvofit vice nez n novych vybéru, a tedy je

potencial celé metody mnohem vyssi nez u jackknifu. Metodou bootstrap lze ziskat piesné
(2'711' 1) riznych vybéri. Ktomuto kombinaénimu cislu se dojde aplikaci kombinace

s opakovanim n prvkd na k-tici rovnou n, z ¢ehoz plyne, Ze jednotlivé bootstrapové vybéry

se od sebe lisi hodnotami, nikoli pofadim (Shao & Tu, 1995).
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4 Aplikace metody bootstrap
pro urceni presnosti odhadu

Tuto kapitolu mé prace vénuji aplikacim metody bootstrap pro hodnoceni kvality odhadu.
Jak jiz bylo feceno pro uréeni kvality odhadu je kli¢ova stiedni ¢tvercova chyba. Za pomo-
ci této statistiky lze porovnavat kvalitu jednotlivych odhadd. Jak jiz bylo napsano
v kapitole tfeti, stiedni ¢tvercova chyba je rovna souctu rozptylu a druhé mocniné vychyle-
ni odhadu.

41 Bootstrapovy odhad smérodatné odchylky odhadu

V ptedchozi kapitole byl popsan vztah mezi stiedni ¢tvercovou chybou, vychylenim a roz-
ptylem odhadu, z néhoz plyne Ze je-li odhad nevychyleny, jeho jedinou relevantni mérou
variability je rozptyl, potazmo smérodatna odchylka odhadu. Bootstrapovy odhad sméro-
datné odchylky odhadu probiha ve dvou krocich:

1. Necht X je ndhodné vybrany vybér z populace a neparametricky odhad 6, 8 = t(x).

Je realizovano B bootstrapovych ndhodnych vybéra z ptivodniho vybéru
X=(x4, X5 ..., x,) 0 velikosti n. B je obvykle voleno okolo dvou set.

F-(x},x5..,x;)=x;, b€l 2, .. B 4.1.1

x = (x},x5, .., x5)T 4.1.2
2. Pro vSechny bootstrapové vybéry je vypoéten bootstrapovy odhad parametru 6.

Bootstrapovy odhad parametru 6 budu znacit jako 9*(b), kde b znaci ¢islo boot-
strapového vybéru, pro ktery byl tento odhad dopocitan. Vektor s bootstrapovymi
odhady budu znagit jako 8*.

0 (b)=T(x}) be(L 2 ..., B 413

9 =00 1),0),..0 B) 4.1.4

3. V poslednim kroku je vypoéten bootstrapovy odhad smérodatné odchylky odhadu
parametru 6, sez(0).

52,(0)= sz Gk “’)e Ol 415

A % B 9%
[2] (,)ZZIJL:U’) 4.1.6
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Limitni tvar vzorce ¢. 4.1.5, kde B je rovno nekone¢nu, se taktéz nazyva idealni bootstra-
povy odhad smérodatné odchylky. Idealni bootstrap je roven piesné hodnoté¢ smérodatné
odchylky odhadu za situace, kdy je neznama distribu¢ni funkce nahrazena empirickou dis-
tribu¢ni funkci. Idealni bootstrap konverguje ke skute¢né hodnoté smérodatné odchylky

odhadu, s nezndmou distribuéni funkci, s n rostoucim do nekoneéna.

limg_,o 5€5(0) =5e.,(0)=5ez(0) 4.1.7
lim,,_,., 5€£(0) = 5¢-(0) 4.1.8

Této metodé bootstrapového odhadu se taktéz fika neparametricky bootstrap, protoze je
zde v procesu odhadu substituovana neznama distribu¢ni funkce empirickou distribu¢ni

funkci, viz kapitolu ¢. 3.3. (Effron & Timbishirani, 1993)

smérodatna odchylka priméru smérodatna odchylka medianu
o w0
o~ o
g ° g —
> v | —— Bootstrap estimator > © 7 — Bootstrap estimator
5 o —  Analyticka formule s — Monte Carlo simulace
E o E o
o] - 7 I
g g o
E 8 T
w o w =]
I I I I I I I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
n n

Graf ¢islo 3 — Bootstrapovy odhad smérodatné odchylky odhadu
Zdroj: vlastni zpracovani simulovanych dat

Na grafu je zndzornén prubeh bootstrapového odhadu v zavislosti na n. Byla zde pouzita
stejna metoda simulace jako v kapitole ¢. 3.4. Na rozdil od odhadu metodou jackknife, je

vidét Ze bootstrap funguje skvéle i pro nehladké odhady.
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4.2 Bootstrapovy odhad vychyleni

Dalsi slozkou stiedni ¢tvercové chyby je vychyleni. Vychyleni je definovano jako rozdil
mezi stfedni hodnotou odhadu a skute¢nou hodnotou parametru. Kromeé k posouzeni kvali-
ty je vychyleni pouzivano ke korekcim odhadti na nevychylené. Asi nejznaméjsi ptiklad
korekce je vyberovy rozptyl, kde je rozptyl opraven na nevychyleny za pomoci nasobku
¢lenem nT_l Bootstrapovy odhad vychyleni odhadu opét probiha ve tfech krocich: (Effron

& Timbishirani, 1993)

1. Z ndhodného vybéru X je vypoéten neparametricky odhad 6, 8 = t(x) a je provede-
no B bootstrapovych vybéra s vracenim. Zde je ovSem B voleno mnohem vyssi, nez
u odhadu smérodatné odchylky. Tomuto tématu bude vénovdno par fadkl

v kapitole 4.3.
2. Pro kazdy Bootstrapovy vybér je vypoc¢itan bootstrapovy odhad dle vzorce ¢. 4.1.3
3. Je vypoéitan bootstrapovy odhad vychyleni odhadu 8.
bp(0)=0"()— 0 4.2.1

~ B o>
6*(.) = w 4.2.2

4.3 Pocet bootstrapovych replikaci

V piedchozich dvou kapitolach byl pocet bootstrapovych odhadli pouze hrub¢ a orientacné
stanoven. Ideélni bootstrapovy odhad je takovy bootstrapovy odhad, pro n¢hoz je pocet
replikaci roven nekonecnu. I bootstrap sdm o sobé ma urcitou variabilitu. Tato variabilita
vznik4 diky dvéma hlavnim slozkdm. Prvni slozkou je vybérova variabilita vznikla diky
tomu, Ze rozsah vybéru je pfili§ maly pro kvalitni aproximaci neznamé populaéni distri-
bu¢ni funkce empirickou distribu¢ni funkei, viz kapitolu ¢. 3.3. Druha slozka variability
bootstrapu je zpisobena odlisnosti idealniho bootstrapu od bootstrapového odhadu pro
koneéné B. Aproximaci bootstrapového odhadu pro koneéné B k idealnimu bootstrapové-
mu odhadu budu taktéz nazyvat Monte Carlo aproximaci bootstrapového odhadu. (Effron
& Timbishirani, 1993)
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431 Chyba bootstrapového odhadu vychyleni

Konvergence odhadu bootstrapového vychyleni Kk idedlnimu bootstrapovému odhadu vy-
chyleni je mnohem pomalejsi, nez je tomu u odhadu smérodatné odchylky. Proto
v kapitole ¢. 4.2 je B voleno mnohem vyssi, nez je tomu u bootstrapového odhadu sméro-

datné odchylky.

Vychyleni vybérového priméru

o«
o 4
= — Booistrap B=x
—— Bootstrap B=8000
— Skutecné vychyleni
Nv M
T

0.02
|

0.01
1

wychyleni

0.00

Ty

-0.01

-0.02

-0.03

T T T T
0 100 200 300 400

b

Graf Cislo 4 — Bootstrapovy odhad vychyleni vybérového priiméru pro rizna B
Zdroj vlastni zpracovdni simulovanych dat

Na grafu je znazornén bootstrapovy odhad vychyleni vybérového pruméru. Zelena kiivka
znazoriuje prubéh odhadu zavisly na B (pocet bootstrapovych replikaci), cervena kiivka
znazoriuje prubéh odhadu pro B fixované na hodnot¢ osm tisic a fialova piimka zobrazuje
hodnotu skute¢ného vychyleni vybérového priméru. Z grafu je patrné, ze i kdyz je skutec-
né vychyleni vybérového priméru rovno nule, odhad vychyleni metodou bootstrap, pro
konecnd B kolem této hodnoty osciluje. Hodnota této fluktuace lze diky centralni limitni

véte aproximativné zachytit nasledujicim vztahem: (Effron & Timbishirani, 1993)
6 ()~N(E(9"),22) 43.1

P(1B5(®) — b (®)] < 2222) = 0,95 432
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Kde Dy (@) je bootstrapovy odhad rozptylu 8 a 0,95 je zaokrouhlena pravdépodobnost, Ze
absolutni hodnota normaIné rozdélené nahodné veli¢iny prekro¢i dvojnasobek smérodatné

odchylky.

4.3.2 Chyba bootstrapového odhadu smérodatné odchylky odhadu

Rozkladem rozptylu bootstrapového odhadu smérodatné odchylky odhadu lze dojit

k nasledujicimu obecnému tvaru rozptylu:

D[sez(6)] = 5+ = 43.3

nx*B

Ve vzorci ¢. 4.3.3 jsou obé konstanty c; i ¢, nezavislé na velikosti n ¢i B. Velikost obou
konstant ur¢uje tvar nezndmého populacniho rozdéleni. Prvni podil vyjadiuje variabilitu
vzniklou diky nedokonalé aproximaci empirické distribu¢ni funkce. Druhy podil vyjadiuje
pro fixované n variabilitu vzniklou diky Monte Carlo aproximaci bootstrapového odhadu

pro kone¢né B k idealnimu bootstrapovému odhadu.

Relativni mirou variability, slouzici k ur¢eni poctu bootstrapovych simulaci je varia¢ni
koeficient. Varia¢ni koeficient je definovan jako podil smérodatné odchylky a odmocniny

ze stfedni hodnoty na druhou.

. JD[5eB(6)]
V(seg) = ——— 4.3.4

E[sep(8)]
. Dlses®)]
V(seB) = m * 100% 4.3.5

Je oCividné, Ze je-li délitel stfedni hodnotou smérodatné odchylky, nemtize byt nikdy men-
$i nez nula a proto je zbyte¢né vyjadrovat jej v absolutni hodnoté. Vzorec 4.3.5 je pouze
procentudlni vyjadieni variaéniho koeficientu a udava, z kolika procent se podili variabilita
bootstrapového odhadu na bootstrapovém odhadu smérodatné odchylky odhadu. Matema-

tickymi operacemi lze vyjadiit variacni koeficient bootstrapového odhadu ve tvaru

4xB

V(ses) = J V(se,,) + 282 4.3.6

Prvni s€itanec reprezentuje variacni koeficient idedlniho bootstrapového odhadu. Druhy

sCitanec ve tvaru podilu reprezentuje odliSnost mezi idedlnim bootstrapovym odhadem a
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bootstrapovym odhadem pro kone¢né B. Stiedni hodnota delty v délenci nabyva hodnotu
dle $picatosti popula¢niho rozdé€leni. Pro rozdé€leni s nejvyssi moznou koncentraci hodnot
okolo sttedni hodnoty nabyva delta hodnoty -2. Cim je rozdéleni plossi, tim hodnota delty
roste. Pro normalni rozdéleni nabyva delta hodnoty nula. Z této skutecnosti vyplyva, ze je
tteba pro plossi rozdéleni volit konstantu B vyssi, aby se dosahlo stejné piesnosti jako u

Spicatého rozdeleni. (Effron & Timbishirani, 1993)

4.3.3 Jackknife after bootstrap

Pro uréeni rozptylu bootstrapového odhadu smérodatné odchylky odhadu se pouziva meto-
da zvané Jackknife after bootstrap. Metodu jackknife jsem jiz stru¢né piedstavil v kapitole
tfi. Vypocet rozptylu bootstrapového odhadu smérodatné odchylky odhadu je provadén
v nasledujicich krocich: (Effron & Timbishirani, 1993)

1. Necht x=(x3y, X, ..., X;) Je nahodn¢ vybrany vybér z populace. Je vybrano B
bootstrapovych vybéra. Pro kazdy tento vybér je spocten bootstrapovy odhad
parametru 8, viz vzorec ¢. 4.1.3.

2. Proi=1, 2, ... n vynechame takovy bootstrapovy vybér, ve kterém se vyskytuje i-té
pozorovani vektoru X.

3. Pro vSechny i je bootstrapovy odhad smérodatné odchylky odhadu dle vzorce ¢. 4.1.3
a ¢. 4.1.5. Nesmi byt opomenuto snizit B ve vzorci ¢. 4.1.5 o pocet vySkrtnutych
bootstrapovych vybéria. Takto vypocteny bootstrapovy odhad smérodatné odchyl-
ky odhadu ozna¢im jako Sép ;).

4. Vypocte se odhad rozptylu bootstrapového odhadu smérodatné odchylky.

—~ —~ /A (n—1) o~ —~
S€jack[Sep(0)] = \/T * Xi=1(Sepq) — Sep())? 435
Seg() = L0 436

4.4 Parametricky bootstrapovy odhad

Je-li zndma populacni distribu¢ni funkce F, mize se jevit nesmysIné pouzivat bootstrapovy
odhad naptiklad pro odhad smérodatné odchylky odhadu, zvlasté existuje-li, naptiklad pro

odhady ziskané metodou maximalni vérohodnosti, kvalitni aproximace smérodatné od-
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chylky odhadu diky Fischerové mife informace. Nicméné¢ parametricky bootstrap

poskytuje exaktni hodnotu variability daného odhadu. Parametricky bootstrap vyuziva pro
vybér vypocéteny parametricky pravdépodobnostni model. Algoritmus realizace
parametrického bootstrapu je velice obdobny tomu neparametrickému. Lisi se jen volbé
onoho parametrického modelu bootstrapového vybéru, ktery je vtomto piipadé roven
znamé populacni distribu¢ni funkei. Je-li 6 jedinym neznamym parametrem distribu¢ni
funkce F a x=(x; x_, ...Xx,), Je realizaci ndhodného vybéru z tohoto rozdéleni, vypocte se
odhad parametru 8. Na misto neznamého parametru distribu¢ni funkce F, je do pravdépo-
dobnostniho modelu bootstrapového vybéru dosazen jeho odhad. Je realizovano B

bootstrapovych vybért s aplikaci stanoveného pravdépodobnostniho modelu (4.4.1).

Foar e (X5, %5, 0, xi) = x* 4.4.1
A dale je postup stejny jako v neparametrickém bootstrapu. Tedy naptiklad, je-li realizo-
van nahodny vybér z normalniho rozdéleni s neznamou stfedni hodnotou, ale zndmym pa-
rametrem o=1, x=(x;, X3, ....X;;), je Vvypocten vybérovy primér jako maximéaln€ vérohodny
odhad parametru u. Nasledné je bootstrapovy vybér realizovan nahodnym vybérem
z normalniho rozd¢leni, s parametry u = x a o=1. Takto lIze postupovat i v piipadé, Ze neni
znam ani jeden parametr. V takové situaci jsou vSechny nezndmé parametry odhadnuty a

bootstrapovy vybér je realizovan ze znamého rozdéleni s odhadnutymi parametry.

V piipadech, kdy neparametricky bootstrap selhdva, parametricky bootstrap Casto funguje
bez problému. Klasickym ptikladem této situace je odhad parametru b rovnomérného roz-
déleni. V takovém ptipad¢ je pravdépodobnost, Ze bude vybrana maximalni hodnota vekto-
ru x vlibovolném bootstrapovém vybéru, a tedy Ze odhad parametru 6 bude roven

bootstrapovému odhadu parametru 6 (Effron & Timbishirani, 1993)

P[6*(b) = 0] =1—"— 4.4.2



4 Aplikace metody bootstrap

pro ur€eni pfesnosti odhadu 20
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Graf ¢islo 5 — Riizné metody odhadu parametru b rovnomérného rozdéleni
Zdroj: vlastni zpracovdni simulovanych dat

V této studii bylo generovano c¢tyiicet hodnot z rovnomérného rozdéleni. Z prvniho histo-
gramu je patrné, Ze podil poCtu situaci, kdy bootstrapovy odhad 8 je roven analytickému
odhadu 6, ku dvéma tisicim, coz je celkovy pocet generovanych hodnot, je zhruba roven
pravdépodobnosti vypoctené dle vzorce €. 4.4.2. Déle je mozné zaregistrovat, Ze prvni his-
togram se jevi jako velice chaba aproximace tietiho histogramu, ktery je generovan ze sku-
tecného, populacniho rozdéleni. Druhy histogram zachycuje rozdé€leni Cetnosti odhadu
parametru rovnomérného rozdé€leni uzitim parametrického bootstrapu. Je ocividné, ze
Vv tomto piipadé¢ dokdze parametricky bootstrap kvalitné zastoupit neparametricky boot-

strap, ktery jak vidno Vv této dané situaci selhava.

Toto ovSem neznamend, Ze je-li odhadem neznamého parametru S nezndmou populacni
distribu¢ni funkci, maximalni hodnota vzorku, nemize byt neparametricky bootstrap pou-
zit. V takové situaci je ovSem tfeba upravit algoritmus neparametrického bootstrapu. Upra-
veni spoc¢iva v tom, Ze v kazdém bootstrapovém vybéru je nahodné tazeno s vracenim n-k,

namisto N, pozorovani z vektoru x. (Politis & Romano, 1993)
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5 Aplikace metody bootstrap pro
tvorbu intervalu spolehlivosti

V ptedchozich sekcich byly probrany pouze bodové odhady. Bodové odhady jsou zékla-
dem matematické statistiky. Nicméné pravdépodobnost, ze bodovy odhad urci pifesnou
hodnotu parametru, se obvykle blizi nule. Z tohoto divodu se v matematické statistice za-
vadi pojem intervalovy odhad. Intervalovy odhad vymezuje interval, ve kterém lezi odha-
dovany parametr s pravdépodobnosti 1 - «, kde a je libovolné volena konstanta leZici v
otevieném intervalu od nuly do jedni¢ky. Cislo 1 - a se taktéZ nazyva koeficient spolehli-
ni interval. Hodnotu /00*a lze prezentovat taktéz jako ocekavany pocet intervall
spolehlivosti, nepokryvajicich odhadovany parametr, vytvofenych ze sta nahodnych vybeé-
ri. Je-li ocekavany pocet intervalti spolehlivosti nepokryvajicich parametr 6 na sto nahod-
nych vybéri roven 100*a, jednd se o takzvané presny interval spolehlivosti. Klasické
intervaly spolehlivosti se konstruuji za pomoci vybérovych rozd¢leni, z ¢ehoz plyne, ze
Vv klasickém pfistupu je nutné splnit uréita kritéria pro tvorbu piesnych intervala spolehli-

VOsti.

Za pomoci bootstrapu lze tvorbu intervali spolehlivosti zobecnit i na ptipadech, na které
nelze aplikovat centralni limitni véty a jiné aproximace k znamym rozdélenim. V této kapi-
tole demonstruji fungovani dvou nejzakladnéjsich metod tvorby bootstrapovych intervalt
spolehlivosti. Uvedu zde pouze obecné formy intervalovych odhadd. Specifickymi ptipady

se budu zabyvat pouze u aplikace na realna ¢i simulovana data.

5.1  Bootstrapovy-t interval

Bootstrapovy interval spolehlivosti je robustni alternativou klasického odhadu. Je doporu-
ceno jej vyuzit pfedevSim v piipadé, ze nelze vyuzit klasicky ptistup pii tvorbé intervali
spolehlivosti, a to napiiklad je-li vzorek pfili§ maly K vyuziti asymptotickych vlastnosti,
nebo je-1i populaéni rozdéleni pfili§ slozité. Bootstrapovy interval spolehlivosti lze pouzit
univerzalné pro vSechny druhy populacnich parametri. Kvalita se bohuzel dle rozdéleni a

typu parametru, jehoZ interval spolehlivosti je odhadovan, lisi.
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Princip bootstrapového-t intervalu je jednoduchy. Je provedeno alespon tisic bootstrapo-

vych vybért. Pro kazdy z téchto vybéri je dopocten bootstrapovy odhad parametru 6. Je-li
0", viz vzorec & 4.1.3, blizky normalnimu rozdéleni, pak lze predpoklidat nasledujici

vztah:

7=20 _, 5.1.1

= R " o1

Bootstrapovy-t interval poté bude mit nasledujici formu:
IS N A1 L1-Q/2 . —~ AN
Plo—t, _J*5Seg(0)<0<6+t, ' *xsep(l)] =1-x 51.2

vvvvvv

Q-Q plot, ktery porovnava kvantily ovéfovaného rozdéleni a graficky je porovnava s
kvantily normalniho rozdéleni, popfipadé Shapiro-Wilkiv test fungujici na podobném

principu. (Bartoszynski & Niewiadomska-Bugaj, 2008)

Avsak normalita neni pro * ni¢im garantovana. Naopak jen pro urité typy odhadi
populacnich parametrii vyjde rozdéleni bootstrapového odhadu 6 normalni. Nicméné 1
Vv piipad¢é nesplnéni normality je mozné vyuzit bootstrapového-t intervalu, i kdyz existuje
jednodussi metoda, které se budu vénovat v piisti kapitole. Tedy nespliuje-li 6*
predpoklad normality, statistika Zjiz neni aproximovatelna k studentovu rozd¢leni.
Nicméné mizeme fici, ze s pravdépodobnosti 1 —a lezi tato statistika v intervalu
(t%, t17%), kde jednotlivé meze intervalu jsou piislusné kvantily neznamého rozdélend.

o 9-6 1—a) _ 1 _ @
P@ <ga <t )_1 . 51.3

V ptipadé, Ze existuje podobné analytické vyjadieni, jakym je naptiklad vzorec ¢. 3.2.6
pro odhad smérodatné odchylky odhadu parametru 6, a tedy existuje analyticka forma
vypoétu smérodatné odchylky odhadu, konstrukce bootstrapového-t intervalu spolehlivosti
probihd v nasledujicich krocich:
1. Je realizovano B bootstrapovych vybért z ndhodného vybéru x. Tentokrat je B
voleno vyssi nez tisic.
2. Pro kazdy z vybéri se vypoéte bootstrapovy odhad 8*(b) a dle analytického vzorce a

je dopoctena jeho smérodatna odchylka Q[é*(b)]. Vypocet smérodatné odchylky
probiha tak, ze se do vzorce pro vypocet smérodatné odchylky odhadu dosadi mis-
to pivodniho vybéru X bootstrapovy vybér x,,.
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3. Vypocte se pro kazdy bootstrapovy odhad statistika

7°(b) = L8 pes1 2 . B 5.1.4
sl ()]
7 =27°(1),2°(2), .., Z2*(B) 5.1.5

4. Odhadne se o a 1 — a kvantilu Z* rozdé€leni. Piislusny kvantil nezndmého rozde¢leni
£ se odhadne tak, Ze je stanovena hodnota vektoru Z* dopocitanych statistik
v kroku tfi takov4, Ze podet hodnot v tomto vektoru mensich nebo rovnych £% vy-
déleny celkovym poctem bootstrapovych vybéra B je roven a.

#[Z* <t

=« 5.1.5

5. Dopocita se bootstrapovy-t interval
Pl -2 x58(0) <9< —t"?x58(B)]=1—« 5.1.6

Smérodatna odchylka odhadu je zde vypoc¢itana dostupnou analytickou formuli. Neexistu-
je-li tato analyticka formule, je tieba vypocet modifikovat. Namisto dosazeni do analytic-
kého vyjadieni Q[é*(b)], je potieba pro kazdy bootstrapovy vybér odhadnout, dalsim
vnofenym bootstrapovym odhadem smérodatné odchylky Seg, [9*(b)], onu smérodatnou
odchylku. Namisto 5&(8) je v kroku pét dosazen bootstrapovy odhad smérodatné odchylky
Seg, (0). Je jasné, Ze pocet celkovych simulaci je B, * B,, kde B; reprezentuje poéet boot-
strapovych replikaci nutnych ke kvalitnimu odhadu kvantilu £¢ a B, indikuje pocet vnoie-

nych bootstrapovych replikaci nutnych k ur¢eni kvalitniho odhadu smérodatné odchylky

sep, (0) . (Effron & Timbishirani, 1993)

Priklad ¢. 1 - Bootstrapovy-t intervalovy odhad stfedni hodnoty

Do experimentu bylo vybrano ndhodné¢ deset studentii. Byl zkouman ucinek 1éku na spani.

Data zachycuji primérny denni ptirtistek spanku v hodinach.

1 ‘2 ‘3 ‘4 ‘5 |6 ‘7 ‘8 ‘9 ‘10
0,7 ‘-1,6 ‘-0,2 ‘-1,2 ‘-0,1 |3,4 ’3,7 ’0,8 ‘o,o ‘2,0
% =0,75
a = 0,05
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Abychom vychézeli z reprezentativniho testu normalniho rozdéleni 8*, je nutno generovat

alespon tisic bootstrapovych replikaci. Niz§i pocet replikaci by mohl vést k chybnému vy-

hodnoceni normality.

Bootstrapovy odhad proméru Hormal Q-0 Plot
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Graf &islo 6 — Rozdéleni 8* pro vybérovy priamér

Zdroj: vlastni zpracovdni dat (R Core Team, 2012)
Na zéklad¢ Shapirova-Wilkova testu nezamitdm na hladiné vyznamnosti hypotézu o nor-
malnim rozdéleni bootstrapového odhadu primérného hodinového ptirastku spanku za
den. Pro porovnani intervali spolehlivosti budu tedy aplikovat Bootstrapovy-t interval za-
lozeny na normalité bootstrapového odhadu parametru 6, obecny bootstrapovy-t interval

s aplikaci analytické formule pro vypocet rozptylu odhadu a analyticky t-studentiv interval

spolehlivosti.
Uzita metoda dolni mez Stied intervalu horni mez
Bootstrap-t (obecny) -0,291 0,685 1,660
Bootstrap-t (normalita) -0,397 0,75 1,897
Analyticky interval -0,599 0,75 2,099

Vystup cislo 1 — Intervaly spolehlivosti pro odhad stiedni hodnoty
Zdroj vlastni zpracovdni na zdkladé dat (R Core Team, 2012)
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v s

Z vystupu je patrné, ze vSechny odhady vysly velice podobné. Nejuzsim intervalem je

obecny bootstrapovy-t interval a nejSir§im je analyticky interval spolehlivosti. Je mozné
zaznamenat dv€é mensi postiehnuti. Prvnim je, Ze Bootstrapovy-t interval zaloZeny na nor-
malité 8* a analyticky interval se v tomto piipadé 1isi pouze dosazenim bootstrapového
odhadu smérodatné odchylky, do kone¢ného intervalu spolehlivosti, namisto analytické
formule pro odhad smérodatné odchylky vybérového priméru. Druhym posttehnutim je, Ze

obecny bootstrapovy-t interval spolehlivosti neni symetricky okolo odhadu parametru 6.

Piiklad ¢. 2 — Bootstrapovy-t intervalovy odhad rozptylu

Pro data z ptikladu ¢. 1 ur¢im intervalovy odhad rozptylu.

Bootstrapovy odhad rozptyiu Hormal @-Q Plot
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rozpiyl Theoretical Cuantiles

Graf &islo 7 - Rozdéleni 8* pro vybérovy rozptyl
Zdroj vlastni zpracovdni na zdkladé dat (R Core Team, 2012)

Opét na zakladé¢ Shapirova-Wilkova testu nevyvracim hypotézu o normalit€ na hladiné

vyznamnosti péti procent.

Uzita metoda Dolni mez Stied intervalu Horni mez
Bootstrap-t (normalita) 0.861 3,556 6.252
Analyticky interval 1.682 6,767 11.8522

Vystup Eislo 2 — Intervaly spolehlivosti pro odhad rozptylu
Zdroj vlastni zpracovdni na zdikladé dat (R Core Team, 2012)
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Z vypoctenych hodnot je vidét, mensi odliSnost mezi obéma intervaly. Analyticky interval,

predpokladajici normalni rozdéleni populace, je mnohem §irsi a stfed jeho intervalu lezi az
za hranici horni meze obecného bootstrapového-t intervalu. Taktéz je mozné si vSimnout,
ze analyticky interval neni symetricky okolo odhadu parametru 6. Tato skutecnost je dana
nesymetrii chi-kvadrat rozdéleni. Pro urceni intervalu spolehlivosti rozptylu metodou boot-
strap existuji vhodnéjsi ,,pivotové™ bootstrapové intervaly spolehlivosti, vychazejici z ana-

lytické statistiky aproximované k chi-kvadrat rozd¢leni.

5.2 Kvantilovy bootstrapovy interval

Kvantilové intervaly spolehlivosti vychazeji pfimo z rozdéleni 8*. Toto rozdéleni nemusi
byt nutné normalni. Pochopitelné se naskyta otazka, jaka z téchto dvou metod konstrukce
bootstrapového intervalu spolehlivosti je lepsi. Je-li situace takova, ze 8* vykazuje statis-
ticky vyznamné odchylky od normality, je alespoit dle mého nazoru lepsi vyuzit kvantilovy
piistup. V obecné roviné se pocet replikaci pro bootstrapovy-t interval v takovém piipadé
pohybuje fadové v desitkach tisic. V piipadé, je-li @* normalni, je nejintuitivngjsi piistup
zkonstruovat oba intervaly a vzajemn¢ je porovnat. Lisi-li se néjakym vyznamnym zpliso-
bem, ¢i se dokonce nepiekryvaji, nastala né¢kde chyba a nemél by byt pouzit ani jeden
Z nich. Obecn¢ ale plati, ze je-li bootstrapovy odhad vychyleni nizky, doporucuje se uzit
kvantilovy bootstrapovy interval. To samé plati i v situaci, kdy je vybér ptili§ maly a vétsi-
na variability bootstrapového odhadu je zptisobena Spatnou aproximaci empirické distri-

bu¢ni funkce, viz kapitolu ¢. 4.3. (Bartoszynski & Niewiadomska-Bugaj, 2008)
Kvantilovy bootstrapovy interval 1ze odhadnout nésledujicim algoritmem:

1. Ze vzorku X, se vybere B bootstrapovych vybéri. B by mélo byt opét voleno vyssi

nez tisic.
2. Vypoéitame 8* (b) pro kazdy bootstrapovy vyber.

3. Necht 6;*? a §;*~%/* jsou % kvantil a (1 — %) kvantil 8, pak

P(é\‘?}o poini < 0 < é‘;;) Horni) = 1 — @ 52.1
A* A * fr(a/2) a*(1-a/2)
[6% Dolni» 0% Horni]~[93 ’ 03 ] 5.2.2
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PO <0 <8y =1-qa 5.2.3

Lze si v§imnout, ze tento interval je velice nenaro¢ny, na rozdil od bootstrapového-t inter-

valu, na pocet nutnych replikaci i pro slozité odhady. (Effron & Timbishirani, 1993)

5.3 BC;intervaly spolehlivosti

Pod tfemi pismeny BC, se skryva zkratka z anglického Bias-corrected and Accelerated.
Jedna se o vylepSeni metody kvantilovych odhadt. V piipadé, je-li vychyleni odhadu piilis
velké, aby mohla byt aplikovdna kvantilova metoda bootstrapového odhadu intervalu spo-
lehlivosti, neni nutné uchylovat se k bootstrapovému-t intervalu. Zvlasté nastava-li vyse
popsana situace, kdy je tfeba u bootstrapového-t intervalu generovat B, * B, replikaci, je
vyhodné zvazit uziti BC, intervalu, ktery nabizi mnohem kvalitnéjsi odhad intervalu spo-

lehlivosti. Od kvantilového odhadu se postup li§i pouze poslednim, tietim krokem algorit-

mu.
BC,:P(8, " <0 <0,P)=1-a 5.3.1
_ A~ 'l/l\.o +u“/2
al = O[i, + —1—d(ﬁ0+u“/2)] 5.3.2
_ N ﬁ0+u1—0_’/2
a2 = P[i, + —1—d(ﬁ0+u1‘“/2)] 5.3.3
Uy koeficient opravy na nevychylenost
a koeficient zrychleni
u® kvantil normovaného normalniho rozdé¢leni

Oba koeficienty se daji odhadnout nasledujicimi vzorci.

iy = (p—l[w] 534

Tedy i, se vypo¢ita inverzni funkci kvantilu normovaného normalniho rozdé¢leni, a argu-
ment této funkce je roven poctu &isel ve vektoru 8* mensich nez je odhad parametru 6, 8,

vydéleny poctem bootstrapovych replikaci. Koeficient opravy na nevychylenost je odha-

dem vychyleni medianu rozdéleni .
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N CISRION 5.3.5
6*\/[2?=1(§(_) -01)?% :

a=

Odhad koeficient zrychleni @ se spocte za pomoci za pomoci metody jackknife, viz kapito-
lu ¢. 3.3 pro blizsi vysvétleni. Vyjadiuje rychlost zmény smérodatné odchylky odhadu.
(Effron & Timbishirani, 1993)

Piiklad ¢ 3 — Porovnani metod tvorby intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu

V tomto piikladu bude proveden simula¢ni test, na kterém porovndm vhodnost metod uZiti
konstrukce jednotlivych intervalti spolehlivosti. Cilem bude vytvofit intervalovou piredpo-
véd’ stiedni hodnoty délky Zivota jednotlivych pacientd nakazenych nemoci AIDS od dne
diagnozy. Zuzenym zakladnim souborem bude cely bali¢ek dat, ze kterého bude proveden
nahodny vybér. Béhem samotné statistické indukce budu ptistupovat k vyhodnocovani,
jako kdyby dana populace nebyla dostupna, pouze ag;,,; bude vypocten za pomoci zna-

losti populace.

Bylo vybrano t¥icet hodnot bez vraceni? ze zékladniho souboru.

X = 382,83

a = 0,05

n =30

B =1200

Uzita metoda dolni mez stied intervalu horni mez Agimul
Analyticky interval | 253,98 382,83 511,69 0,058
Bootstrap-t (obecny) | 251,18 373,33 495,32 0,040
Kvantilovy odhad 270,34 392,42 514,49 0,092
BC, odhad 269,59 391,34 513,09 0,066

Vystup ¢islo 3 — Intervalové odhady stfedni hodnoty
Zdroj vlastni zpracovani dat (R Core Team, 2012)

2 Vybérem bez vraceni z kone&né populace nebyl porusen ndhodny vybér, nebot vybérovy
podil je mensi nez 0,05 (konkrétné je roven pftiblizné 0,01). (Hebdk, Bilkova, &
Svobodova, 2009)
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gimu j€¢ Monte Carlo odhad pfesnosti intervalu. Bylo vytvofeno nahodnym vybérem bez
vraceni tisic intervalii danou zkoumanou metodou a nasledné byl pocet intervali lezicich

mimo skute¢ny odhadovany parametr vydélen tisici.

Z vystupu je patrné, Zze V tomto pripadé vySel nejlépe analyticky odhad, nicméné jen diky
tomu, ze vzorek byl jiz dostateéné velky k aplikaci centralni limitni véty. Nejhtt dopadnul
obecny kvantilovy interval. Naopak obecny bootstrapovy-t interval vySel dobie, z vysledk
vyplyvé, ze mirn¢ podhodnocuje koeficient a. Taktéz BC, interval vysel velice dobie. Tato
studie koresponduje s doporucenim, ze tvorba intervalti spolehlivosti za pomoci metody
bootstrap se doporucuje predevs§im tehdy, nejsou-li splnény podminky pro analyticky pfi-
stup.

Piiklad ¢. 4 — Porovnani tvorby intervalu spolehlivosti pro mezikvantilovy priimér

Nyni na ta sama data jako v ptikladu ¢. 3 aplikuji vychylenéjsi odhad, mezikvantilovy
primér. Mezikvantilovy primér je robustnim odhadem stiedni hodnoty pro symetricka

rozdéleni. Vypousti pozorovani obsazena za hranici voleného £ a 1- § kvantilu vybéru.

x%05> = 364,79
a = 0,05
B =1200

Vychyleni bylo odhadnuto za pomoci metody bootstrap:

@500 (50'05) =-1,13

Uzita metoda dolni mez stied intervalu horni mez Areal
Bootstrap-t (obecny) | 248,99 388,96 528,93 —
Kvantilovy odhad 253.62 376,00 494.66 0,046
BC,odhad 253.64 379,14 494.93 0,048

Vystup ¢islo 4 — Robustni intervalovy odhad stiedni hodnoty
Zdroj vlastni zpracovani dat (Ripley & Venables, 2002)

i, = 0,0017
Koeficient opravy na nevychylenost se blizi nule, coZ znamena, Ze vychyleni neni nikterak

markantni. V podstaté bootstrapové replikace zkraceného primeéru jsou témét symetrické

kolem analytického odhadu.
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a=10,031

Odhad koeficientu zrychleni je taktéz velice nizky. Je vidét, ze BC,; odhad opét vylepsil
presnost kvantilového odhadu. V tomto ptipadé nebyla pfesnost pocitana pro bootstrapovy-
t interval z divodu velké naro¢nosti simulace. Pro dosazeni vysledku v rozumném c¢ase by
bylo tfeba zmensit néktery z parametri simulace a tim by se porusila porovnatelnost

S ostatnimi simulacemi.

Bootstrapovy odhad zkraceného primeéru Normal Q-Q Plot
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Graf ¢&islo 8 - Rozdéleni 8* pro mezikvantilového priméru
Zdroj viastni zpracovdni dat (Ripley & Venables, 2002)

Priklad ¢. 5 - Porovnani tvorby intervalu spolehlivosti pro median

Nyni porovnam rtizné metody konstrukce na nehladkém odhadu, medianu, jehoz bootstra-

pova replikace nebude vychézet blizké normalnimu rozdéleni.
X =303,5
b (%) = —2,409

B =1200
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Uzita metoda dolni mez stied intervalu horni mez Areal
Bootstrap-t (obecny) | 193,77 310,19 426,60 —
Kvantilovy odhad 282,96 435,8 588,65 0,044
BC, odhad 293,92 449 604,09 0,046

Vystup €. 5 — Interval spolehlivosti pro odhad medianu
Zdroj vlastni zpracovani dat (Ripley & Venables, 2002)

Bootstrapovy odhad medianu Normal Q-Q Plot
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Graf &islo 9 - Rozdéleni 8* pro bybérovy mediin
Zdroj vlastni zpracovani dat (Ripley & Venables, 2002)
Z vystupu lze usoudit, Ze pfesnost neni viibec Spatna. Navic je vidét, ze BC, dokazal pres-
nost odhadu vylepsit vzhledem k volenému koeficientu a. Bohuzel u BC, odhadu je pro-
blém v tom, Ze koeficient zrychleni zde vyjde nulovy, coz nemusi do jisté miry vypovidat
nic o koeficientu samotném jako o faktu, Ze metoda jackknife, jak jsem jiz uvedl v kapitole
¢. 3.3, neni vhodnou aplikaci pro nehladké odhady. Existuje mnoho dal§ich metod odhadu
koeficientu zrychleni, nicméné v tomto ptipadé je lepsi rovnou zvolit za @ nulu, nez dojit

ke zkreslenym zavérim, a tak ziskam tak zvany BC odhad, ¢ili pouze ,,Biass corrected*.
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5.4 Implementace tvorby bootstrapovych
intervalll spolehlivosti

5.4.1 Parametricky bootstrapovy odhad intervali spolehlivosti

Stejné jako u parametrického bootstrapového odhadu, zname-li rozdéleni zakladniho sou-
boru, neparametrickym pfistupem neni mozno dosahnout lepsiho vysledku nez parametric-
kym bootstrapovym odhadem. Stejné tak i u tvorby intervalid spolehlivosti, je-li zndmé
pravdépodobnostni rozdéleni zakladniho souboru, dosahneme piesnéjsiho intervalu spoleh-
livosti aplikaci parametrického bootstrapu. Postup je identicky, 1i§i se pouze v meto-

dé generovani bootstrapovych vybéra, viz kapitolu ¢. 4.4.

5.4.2 Snizeni po¢tu nutnych bootstrapovych replikaci

Pocet nutnych bootstrapovych replikaci lze obecné snizit tehdy, snizi-li se rozptyl Monte
Carlo simulace uzité pii generovani bootstrapovych vybérii. Snizeni rozptylu ov§em nesmi
jit na ukor poruSeni konzistence Monte Carlo aproximace. I dnes, kdyz ma témét kazdy
k dispozici superrychlé procesory, jsou tyto metody pouzivané. Specialné pii tvorb¢ inter-
vall spolehlivosti, kde naptiklad v metodé bootstrapového-t intervalu, kdy je generovano
B; * B, bootstrapovych replikaci, dokazi tyto algoritmy snizit obé B o konstantu. (Hall,
Antithetic Resampling for the Bootstrap, 1989), (Hall, On efficient bootstrap simulation,
1989)

5.4.3 ABC intervaly spolehlivosti

ABC je aproximaci metody BC,, kdy meze bootstrapového intervalu spolehlivosti jsou
V tomto ptipad€ odvozeny analyticky. Monte Carlo simulace je zde nahrazena aproximaci
Taylorovym rozvojem. ABC metoda funguje jako kvalitni odhad intervalu spolehlivosti
pouze tehdy, je-li vybérova statistika t(x) hladkym odhadem. (Effron & Timbishirani,
1993)
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6 Testovani statistickych hypotéz
uzitim metody bootstrap

Testovani statistickych hypotéz je urcitym typem statistické indukce. Test sestava ze dvou
zakladnich entit, z nulové hypotézy a alternativy. Cilem testu je rozhodnout o platnosti
nulové hypotézy, ergo vysledkem testu je bud’ zamitnuti nulové hypotézy ve prospéch al-
ternativy, nebo nezamitnuti nulové hypotézy. Hypotéza a alternativa musi byt dva dis-

junktni jevy. Za vySe zminénych piedpokladi, je mozné docilit Etyf moznych situaci:

Hypotéza plati alternativa plati
Zamitame hypotézu Chyba I. typu (o) Sila testu (1-p)
Nezamitame hypotézu Spravné (1-a) Chyba II. typu (B)

Vystup ¢islo 6 — Testova rozhodnuti a jejich podminéné pravdépodobnosti
Zdroj vlastni zpracovani

Zpravidla existuji tf1 metody vyhodnoceni testu statistickych hypotéz: testovani skrz inter-

valy spolehlivosti, kritickou hodnotu a p-hodnotou.

Otazkou je, kdy je vyhodné vyuzit metodu bootstrap pro testovani statistickych hypotéz.
Nejcast€jsi davod vedouci K uziti metody bootstrap pro testovani statistickych hypotéz je
poruseni podminek, znemoznujici uziti klasického parametrického ptistupu. Jako ptiklad
bych uvedl typicky nezndmé rozdéleni a piili§ maly vzorek znemoziujici uziti asymptotic-
kych vlastnosti. Dalsi otdzkou je, pro¢ nevyuzit jinych neparametrickych metod? Bootstrap
je na rozdil od ostatnich neparametrickych metod univerzalni. Lze jej s uré¢itymi modifika-

cemi pouZzit na témét libovolné typy testu.

6.1 Testovani bootstrapovymi intervaly spolehlivosti

Nejjednodussi metodou testovani statistickych hypotéz je prosté dosazeni do intervalu spo-
lehlivosti. Je-li testovana hypotéza o rovnosti popula¢niho parametru zvolené konstanté na
hladin€¢ vyznamnosti a, zkonstruuje se pouze piislusny interval spolehlivosti a zjisti se,

leZi-li testovana konstanta uvniti ¢i vné intervalu. LeZi-li vné, zamitdme hypotézu na hla-
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din€ vyznamnosti a, lezi-li uvnitt, na dané hladiné¢ vyznamnosti hypotézu nezamitdme. Je
pottebné davat pozor pii dosazovani hladiny vyznamnosti do rovnice. U jednostranné hy-
potézy musi byt za a dosazen dvojndsobek testované hladiny (pouze v ptipadé zapisu
P(...)=1-a ), ¢imz je test proveden na dvojnasobné hladin¢ vyznamnosti, a konstanta je
porovnana pouze s piislusnou stranou intervalu spolehlivosti. Naopak je-li testovana dvou-
stranna hypotéza, je za a dosazena pozadovana hladina vyznamnosti a konstanta je porov-

nana s celym intervalem.

6.2 Permutacni test

Jak jiz bylo v této kapitole nastinéno, pro vyhodnoceni nulové hypotézy je potfeba néja-
kym zplsobem urcit rozdéleni testového kritéria. Bohuzel ne vzdy je toto umoznéno, re-
spektive Castokrat byva toto rozdéleni asymptotické. Avsak je-li velikost vybéru mala, je
potieba aplikovat néjaky exaktni test nezavisly na asymptotickych vlastnostech. Jsou-li dva

vybéry na sobé nezavislé, je mozné testovat napiiklad, zda-li pochazeji ze stejného rozdé-

leni.
F—y={yy2 ¥} 6.2.1
G—->z={z,2y ., Zm} 6.2.2
Hy:F =G 6.2.3

Plati-1i nulova hypotéza, pak jsou ob¢ rozdéleni stejna a pravdépodobnost vybrani libovol-
né podmnoziny A z jednoho rozdéleni, je rovna pravdépodobnosti vybrani té samé pod-

mnoziny A Z druhého rozd€leni.
PX=A)=P(Z=A4) 6.2.4

Je vytvofen slouceny vektor v, ¢imz je mySlen vektor sdruzujici vektor y a vektor z, a
indexovy vektor g, ur€ujici, ke kterému ze dvou testovanych vybéri dand hodnota nalezi,
nula pfifazuje hodnotu k vektoru y a jedna ptifazuje hodnotu k vektoru z. Nasledné

vypocteno prislusné testové kritérium

V= {Y1, Y2 w» Y 21, Z2, e Zim } 6.2.5

g =1{00,..,011,..,1} 6.2.6
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0 = t(g,v) 6.2.7

Algoritmus permuta¢niho testu je nasledujici:

1) Je vybrano B nahodnych permutaci vektoru g. Slouc¢eny vektor v je po celou dobu

testu fixovan.
g ) bel?2,..,B 6.2.8
2) Pro kazdy z téchto vektort je vypoctena replikace piislusného kritéria
0°(b) = t[g*(b),v] 6.2.9
0 =0 (1,0 (2),..0 (B) 6.2.10

3) Je aproximovana p-hodnota permutac¢niho testu pro pravostrannou alternativu

p =100 6.2.11

Tvar aproximace p-hodnoty zalezi na tvaru alternativy. Ve vzorci ¢. 6.2.11 je popsan test
pro pravostrannou alternativu. Je-li alternativa dvoustranna, pak se délenec ve vzorci méni

na #{|9"

> |6|} a na zavér, jedna-li se o levostrannou alternativu, pak se délenec méni v
#{0" < 6}. Tuto analogii budu dodrzovat i v nasledujicich kapitolach.

Otazkou je, kolik permutaci je pozadovano. Zalezi, jak piesny odhad p-hodnoty je pozado-

v w7

dardné se voli B vyssi tisici. Pocet replikaci Ize uréit i diky znalosti rozdé€leni p, které ma

alternativni rozdéleni. Tedy lze vyjadrit nasledujici.

B x p~Bi(B,p) 6.2.12

E(®p)=p 6.2.13
A\ _ px(1-Dp)

D(p) = —5 6.2.14
A~ |px(1-p)

V) = R 6.2.15

Testuji-1i hypotézu na hlading€ vyznamnosti 5%, zamitam hypotézu, bude-li  mensi nebo
rovno 0,05. Z formule 6.2.14 plyne, ze skutecna p-hodnota permutacniho testu se mize od

aproximace lisit pti B rovno tisici zhruba o 0,016. Tedy lezi-li aproximovana p-hodnota p
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v mezich < a — se(P),a + se(P) >, je tieba zpiisnit test a zvolit o Fad vyssi B. Napriklad

muze nastat situace, kdy p bude rovno 0,049 a zamitnutim hypotézy bychom se dopustil
chyby, nybrz piesnéjsi p-hodnota, ke které bychom se dopracovali po zvyseni B o deseti-
nasobek, by vysla tieba 0,052.

Je-1i vzorek maly, je mozné provést permutacni test bez Monte Carlo simulace. Je-li vektor
Vv slozen z n pozorovani, vybranych z prvniho rozdéleni F, a Z m pozorovani, vybranych

Z rozdeleni G, je mozné docilit pfesné (n -;m) ruznych odhadt dle formule 6.2.9. Tento
pocet kombinaci je odvozen z faktu, Ze vysledek ziskany dle této formule je uren prvnimi
n ¢isly ve vektoru g. Je-li fixovano prvnich n ¢isel v tomto vektoru, pak pro libovolnou
permutaci zbylych m ¢isel je vysledek formule 6.2.9 stejny. (Rice & Thomas, 2008)
(Effron & Timbishirani, 1993)

Piiklad ¢. 6 — Test rovnosti stiednich hodnot dvou jinak stejnych rozdéleni

V tomto ptikladu porovndm za pomoci permutaéniho testu rozdil sttednich hodnot spanko-
vého pftirtistku po aplikaci prvniho typu a druhého typu prasku.

Ho:pty —p, =0

Hy:py —p, #0

_ Zgi=ovi Zgi=1vi
n m

6.2.15

D)

6 =-1,58

Permutac¢nim testem ovétim, je-li tento rozdil natolik signifikantni, abych byl schopen na
rozumné hladin€ vyznamnosti zamitnout hypotézu o rovnosti sttednich hodnot obou rozdé-

leni. Test provedu v dvoustranné alternative.
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Rozdéleni rozdil( prameérd

Frequency
100
]

rozdil primérd

Graf ¢&islo 10 - Rozdéleni 8* pro rozdil praméri
Zdroj vlastni zpracovdni dat (R Core Team, 2012)

Aproximace p-hodnoty dvoustranného permutacniho testu byla rovna 0,07. To znamena,
ze na zéaklad¢ toho testu jsem nebyl schopen oznacit rozdil mezi priméry obou rozdéleni
jako signifikantni. Je nutné si povSimnout, ze rozdéleni cetnosti rozdilti priiméru neni
vzhledem k aproximaci symetrické, tudiz pro jednostranny test nestaci aproximovanou p-

hodnotu vyd¢lit dvéma, respektive nasledné odecist od jednicky.

Priklad ¢. 7 — Srovnani t-testu a permutacniho testu

Byl simulovan nahodny vybér ze dvou normalnich rozdéleni, liSicich se od sebe pouze

sttedni hodnotou.
x~N(0,1)
z~N(2,1)

Hy: py = g

Hy:py # py

Z prvniho rozdéleni bylo ndhodné generovano deset hodnot, z druhého pouze pét.
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skuteéné rozdéleni

— Rozdélenix
— Rozdéleniz
— — Stfedni hodnota

Density

0.05
|

Graf Cislo 11 — Graf dvou normalnich rozdéleni s riznou stfedni hodnotou
Zdroj vlastni zpracovdni simulovanych dat

U oboustranného t-testu, ktery mize byt v tomto piipadé normalnich populac¢nich rozdélent

pouzit i pro takto malé vzorky, vysla p-hodnota rovna 0,014.

Permuta¢nim testem vychazi aproximativni p-hodnota 0,009. Zvysim-li po¢et permutaci o
desetinasobek, vyjde jiz tato aproximace 0,0114. Je mozné se V literatuie setkat s tim, Ze
mezi permutace je zahrnut i pivodni indexovy vektor g. U jednostranné alternativy se pak

zvysi pii vypoctu p-hodnoty Citatel i jmenovatel 0 jednicku.

6.3 Bootstrapoveé testovani hypotéz

Bootstrapové testovani hypotéz je do jisté miry zobecnénim permutacnich testl. Permutac-
ni test vyzaduje symetrii uspofadaného vektoru (v,g) za piedpokladu platnosti nulové hy-
potézy. Tato symetrie je splnéna, kdyZz pochdzi oba vybéry slou¢ené¢ho vektoru v ze
stejného rozdéleni. Metoda bootstrap tuto symetrii nevyZaduje a tedy mohou ji byt testova-
ny obecnéjsi problémy. V nasledujicim textu budu znacit slouceny vektor vice vybéra X

namisto V. Nicméné se principialné jedna o ten samy vektor jako v kapitole ¢. 6.2.

Pro obecné vysvétleni opét predpokladam hypotézu s rovnosti dvou rozdé€leni a testovou

statistiku jako rozdil vybérovych primért. V ndvaznosti na vzorce €. 6.2.1, 6.2.2 2 6.2.3
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X = {yl' yZi L] yn' Z1,2Z2) ey Zm}
tx) =f(2)
Algoritmus testu je nasledujici.

1. Je tazeno B bootstrapovych vybér z X. prvnich n pozorovanich tohoto vybéru je
oznaéeno jako y*P a zbylych m je oznageno jako z*P.

2. Je urCena bootstrapova testova statistika.
0 (b) =t(x}) = f(y¥}z,) bE{L?2 ... B 6.3.1

0 =00 (,00),..,0 B) 6.3.2

3. Je aproximovana p-hodnota.

" #[0*=t(x)
Pooor = 2 2t0] 6.3.3

B

Nicméné vyse uvedeny algoritmus opét zahrnuje do hypotézy, ze rozdéleni obou vzorka
jsou stejna, coz znamena, ze napiiklad je-li testovana rovnost dvou stfednich hodnot, miize
byt hypotéza zamitnuta i za ptredpokladii rovnosti obou stiednich hodnot, kviili rozdilnym

rozptylim. Nicmén¢ jak jsem uvedl v avodu, metoda bootstrap tuto symetrii nevyzaduje.

(Effron & Timbishirani, 1993)

6.3.1 Dvouvybérovy bootstrapovy test o stfedni hodnoté

Za platnosti vySe uvedenych vztahti a hypotézy rovnosti stfednich hodnot obou vybért,

oproti dvoustranné alternative,
Hy:pi— pp =0
Hy:py —pp, #0
Jsou vypocteny hodnoty Z; a ¥;, kde
Ji=yi—(F—%) 6.3.4

Z~i =2z — (Z_— f) 6.3.5
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y ve vzorci €. 6.3.4 a Z v 6.3.5 jsou skupinové pruméry vektord y a z, X vyjadiuje primér

slouceného vektoru X. Bootstrapovy test rovnosti dvou skupinovych primérta pak probiha

ve tiech krocich. (Effron & Timbishirani, 1993)

1. Je provedeno B replikaci dvou na sob& nezavislych bootstrapovych vybéra. V prvnim
vybéru je tazeno n pozorovani s vracenim z vektoru ¥, v druhém je tazeno m pozo-
rovani s vracenim z vektoru z.

F— @55, 9) =y, b€{l2 . B} 6.3.6
G- (2,25, ...2n) =12, bE{L 2 .., B} 6.3.7

2. Je vypoctena testova statistika zaloZena na bootstrapovych vybérech z kroku 1. Zde
yp, znaci pramér vektoru y,

0 () =t(x}) =22 pel, 2, .., B 6.3.8
9 =00 (),0),..0 B) 6.3.9
gy =E= peql 2L B 6.3.10
z; ==t pegr 2 L B 6.3.11
of =Ty g1 2, ., By 6.3.12
ofs =TRGAY peyp g, B 6.3.13

3. V poslednim kroku je aproximovana p-hodnota vzhledem Kk pravostranné alternative,

p ==l 6.3.14

6.3.2 Jednovybérovy bootstrapovy test o rovnosti stfedni hodnoty

Jednovybérovy bootstrapovy test funguje na podobném principu jako dvouvybérovy test.
Testuje se rovnost stiedni hodnoty, neznamé populac, s neznamou distribuéni funkci F

konstanté p,, oproti dvoustranné alternative.
Hy: pi— po =0

Hy:py —po #0
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Necht je vzorek x = {x, x5, ..., X, } ndhodn¢ vybran z neznamé populace. Vypocte se vek-

tor X dle vzorce ¢. 6.3.3. Jednovybérovy bootstrapovy test pak probiha v nasledujicich kro-

cich. (Effron & Timbishirani, 1993)

1. Je vybrano B bootstrapovych vybéri vektoru X

2. Je vypoétena bootstrapova testovaci statistika. x; a 2* se vypoé&itaji analogicky dle
vzorct €. 6.3.10 2 6.3.12.

0 () = t(x,) = 22t 6.3.15
0 =00 (1,0 0),..,0 (B) 6.3.16

3. V poslednim kroku je opét odhadnuta p-hodnota analogicky dle vzorce ¢. 6.3.14.
Pouze je tento vzorec opraven o oboustrannou alternativu.

p = #[IG*IZIt(x)I] 6.3.17
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7 Zaver

John Tukey kdysi fekl, ze priblizna odpovéd” na ptesnou otazku jest lepsi, nez presna od-
poved na piibliznou otazku. Cely zivot lidé hledaji co nejpiesnéjsi odpoveédi a nezeptaji se
sami sebe, neni-li jejich otdzka pouhou aproximaci skute¢né feSeného problému. Stejné tak
1 ve statistice existuje cela Skala moznosti, jak fesit urcity problém. Kazda z téchto metod
ma urcitou presnost. Stejné jako v zivote neni cilem hledat nejptesnéjsi, nybrz nejspravngj-
S feSeni. V situacich kdy neni vhodné uzit klasicky pfistup, nebot’ jsou poruseny podmin-

ky jeho uziti, je bootstrap pfibliznou odpovédi na presnéjsi otazku.

V této praci jsem shrnul zakladni uziti metody bootstrap. Uvedl jsem Vv jakych ptipadech
by tato metoda méla byt pouzita, a porovnal jsem jeji vlastnosti s klasickym piistupem.
bootstrapovych odhadl se neomezuje pouze na piipady zde uvedené. Metodu bootstrap lze
aplikovat na linearni, nelinearni, parametrické i neparametrické modely, ¢asové fady. Jsou
znamy i jeji aplikace v oblasti bayesovské statistiky. Popularita této metody velmi roste.
Bootstrap je v dnesni dobé soucasti vétsiny statistickych softward jako jsou SPSS, R, SAS
a Eviews. Stale je mnoho otazek v této oblasti nezodpovézenych. Jejich vycet by zahrnoval
mnohem hlubsi a detailn¢jsi studii daného problému. V neposledni fadé bych chtél po-
dotknout, ze nejen vyvoj rychlosti procesori mé¢l vliv na rozvoj riznych védnich obort, ale
piredevSim internet mé velkou zasluhu na tempu vyvoje riznych védnich disciplin diky

rychlosti a lehkosti, s kterou dokazi byt v dnes$ni dobé diky nému informace Siteny.
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Priloha A: Kad k vytvoreni grafu Cislo 1
> par(mfrow=c(1,3))

> x=rnorm(3000)

> x=s0rt(x)

> n30=rnorm(30)

> n100=rnorm(100)

> n1000=rnorm(1000)

> plot(x,pnorm(x),type="1",ylab="F(x)",xlab="x",main=" n=30")

> lines(ecdf(n30),col="blue")

> plot(x,pnorm(x),type="1",ylab="F(x)",xlab="x",main=" n=100")
> lines(ecdf(n100),col="blue")

> plot(x,pnorm(x),type="1",ylab="F(x)",xlab="x",main="n=1000")
> lines(ecdf(n1000),col="blue")



Priloha B: Kaod k vytvoreni grafu ¢islo 3

> par(mfrow=c(1,2))

> n=seq(10,1000,by=20)

> bl=numeric(length(n))

> b2=numeric(length(n))

> mc=numeric(length(n))

> for (i in 1:length(n))

> {

> x=rnorm(n[i])

> bl[i]=bootstrap_se(x,2,200)$std.err

> b2[i]=bootstrap_se(x,1,200)$std.err

> mc[i]=sqrt((n[i}/(n[i]-1))*var(replicate(10000,median(rnorm(n[i])))))

> }

> plot(bl~n,type="1",ylab="smérodatna odchylka",main="smérodatna odchylka
praméru”,col="blue")

> curve(sqrt(1/x),add=T,col="red")

> plot(b2~n,type="1",ylab="smérodatna odchylka",main="smérodatna odchylka
medianu",col="blue")

> lines(mc~n,type="1",col="red")

Zde pouzita funkce bootstrap_se je mnou vytvoieny skript slouzici k vypoctu bootstrapo-
vého odhadu smérodatné odchylky odhadu. Vektor nazvany mc zde uklada hodnoty roz-
ptylu odhadu vypocitanych za pomoci Monte Carlo simulace. Argument funkce curve zde
predstavuje analytickou funkci smérodatné odchylky vybérového pruméru s tim, ZzZe

v tomto pripad¢€ je nam rozptyl a je roven jedné.



Priloha C: Kod k simulaci v prikladu Cislo 5
> kvantilovy=0

> bc=0

> n=30

> for (iin 1:1000)

> {

> x=sample(dny,30)

> b=bootstrap_t_median(x,1200)

> u_nula=qnorm(sum(b$boot.gen<median(x))/1200)

> alfal=pnorm(u_nula+(u_nula+gnorm(0.025)))

> alfa2=pnorm(u_nula+(u_nula+gnorm(0.975)))

> dk=quantile(b$boot.gen,0.025)

> hk=quantile(b$boot.gen,0.975)

> dbc=quantile(b$boot.gen,alfal)

> hbc=quantile(b$boot.gen,alfa2)

> if (median(dny)<dk | median(dny)>hk)

> {

> kvantilovy=kvantilovy+1

>}

> if (median(dny)<dbc | median(dny)>hbc)

> {

> bc=bc+1

>}

>}

Je zde uzit mnou napsany skript bootstrap_t_median , ktery pocita bootstrapovy-t interva-
lovy odhad i kvantilovy intervalovy odhad. Tato simulace nebyla zamétena na bootstrapo-
vy-t interval, proto jsem v ramci urychleni simulace tuto funkci uvnitt skriptu zakazal.
Vektor “b$hoot.gen” odkazuje na simulaci vytvofeny vektor 8*. V kazdém cyklu je vy-
pocten kvantilovy intervalovy odhad a na zakladé téch samych dat i BC, intervalovy od-
had. Nasledné je s obéma intervaly porovnana skutecna hodnotou medianu zékladniho
souboru. Lezi-li tato hodnota mimo tento interval, je pfi¢tena do ptislusné proménné jed-

nic¢ka.



Priloha D: Kaod k vytvoreni prikladu Cislo 6
> y=sleep[sleep$group==1,1]

> z=sleep[sleep$group==2,1]

> n=length(y)

> m=length(z)

> g=rep(c(0,1),c(n,m))

> rozdil.prumeru=mean(z)-mean(y)

> permutation.test=function(g,v)

> A

> permutace=sample(q)

> mean(v[permutace==1])-mean(v[permutace==0])

> }

> replikace=replicate(1000,permutation.test(g,v))

> p.hodnota=mean(abs(replikace)>abs(rozdil.prumeru))



