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Nazev diplomové prace:Rizikové modely anuitnich $kod z neZivotniho pojisténi
Abstrakt

Cilem této prace je popsat, vysvétlit a porovnat vypocet solventnostniho kapitalového
pozadavku pomoci aplikace metod Nested Monte Carlo a Least squares Monte Carlo
na ptikladu anuit v nezivotnim pojisténi. V teoretické ¢asti jsou obé metody popsany a
je vysvétlen rozdil mezi nimi. Na modelovém piikladu anuitnich $kod je simulovano
rozdéleni nejlepSiho odhadu za jeden rok obéma metodami a je spocten 99.5% kvantil
rozdéleni nejlepsiho odhadu za jeden rok. Obé metody jsou si v odhadech podobné a
daji se vyuzit k vypoctu kapitdlového pozadavku. Velkou vyhodou metody Least
squares Monte Carlo je niz§i naro¢nost na vypocetni Cas, pii zachovani presnosti

simulace rozdéleni nejlepsiho odhadu za jeden rok.

Klicova slova: Nested Monte Carlo, Least squares Monte Carlo,proxy modely,

anuity, nejlepsi odhad

Title of the Master’s Thesis: Risk models of annuity damages in non-life

insurance
Abstract

Main goal of this thesis is to describe, explain and compare calculation of solvency
capital requirement with use of Nested Monce Carlo and Least squares Monte Carlo
methods on example from non-life insurance area. In the theoretical part, both
methods were described and the difference between them was explained. On the
model example of annuity damage, the distribution of best estimate in one year was
simulated and 99,5% quantile of this distribution was calculated. Both methods are
similar in its estimates and provide us resembling results which could be used for
solvency capital requirement. The great advantage of the Least squares Monte Carlo
method is the lower computational time, while preserving the accuracy of distribution

of best estimate in one year.

Key words: Nested Monte Carlo, Least squares Monte Carlo,proxy models,

annuity, best estimate
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1.  Uvod

Jednou z kategorii nezivotniho pojiSténi je pojisténi odpovédnosti z provozu
motorovych vozidel, které kryje Skody zpiisobené na majetku nebo zdravi tretich osob.
Tato prace se soustiedi na Skody na zdravi zplisobené poSkozenym osobam. Charakter
plnéni takovychto §kod mlze mit riznou formu a mize byt poskytovano z riizného titulu.
Odskodnéni miiZze byt jednorazové nebo miize byt vypladceno v pravidelnych platbach,

Vv konstantnich nebo variabilnich ¢astkach. Praveé anuitnim vyplatam se tato prace vénuje.

Typickym piikladem, kdy mtze dojit k naroku na plnéni prostiednictvim anuit, je
ztrata na vydélku nebo naklady na trvalou péci o poskozeného. Dalsim piipadem mohou
byt v pfipadé umrti poSkozeného vyplaty rent jako sirotéi nebo vdovské duchody.
V piipadé vzniku Skodni udalosti tak pojistovna musi vyclenit prostiedky pro pokryti
budoucich nakladi spojenych s témito platbami. Na vysi prostiedktl takto vyhrazenych ma
vliv mnoho rizikovych faktort, které maji stochasticky charakter a ve vét§in¢ piipada se
tak nelze obejit bez simulaci. Nova smérnice Evropského parlamentu Solventnost II
vyzaduje, aby pojistovny drzely dostatecné mnozstvi kapitadlu (solventnostni kapitalovy
poZadavek) zdivodu zachovani solvence na jednolet¢ém horizontu s urcitou
pravdépodobnosti. Jak bude ukazano v praktické casti, odhad mnozstvi pozadovaného
kapitalu mize byt vypocetné narocny.

Hlavnim cilem této prace je popsat a porovnat dvé metody pro odhad
solventnostniho kapitdlového pozadavku. Prvni metodou je Nested Monte Carlo, ktera je
vypocetné velice narocnd a jeji pouziti pravé z tohoto diivodu neni praktické. Druhou
metodou je Least squares Monte Carlo, kterd ma za cil zjednoduSit simulace spojené
s odhadem solventnostniho kapitdlového poZadavku a zrychlit tak ¢as jeho vypoctu. Obé
metody budou porovnany na modelovém piikladu anuity z nezivotniho pojisténi s
vyplacenou variabilni ¢astkou. VétSina vypocétd bude provedena v programu R s vyuzitim

vlastnich kodua.

V prvnich ¢astech této prace bude uveden ramec Solvency II a definovana tloha
odhadu solventnostniho kapitdlového pozadavku. V dalSich kapitolach teoretické casti
budou popsany modely rizikovych faktorti vstupujicich do simulaci a dvé porovnavané

metody odhadu kapitadlového pozadavku Nested Monte Carlo a Least squares Monte Carlo.



Pro uplnost budou popsany i nckteré dal§i pouzivané metody, které ale nebudou

aplikovany v praktické casti.

V praktické c¢asti budou prozkoumany vysledky jednotlivych metod a jejich
porovnani. Déale budou na pfikladech ukdzany dvé techniky pro zrychleni simulaci. Prvni
z téchto metod je vektorizace kodu, kterd mize v nékterych ptipadech redukovat vypocetni
¢as. Pro zrychleni konvergence simulaci metodou Monte Carlo se daji pouZit techniky pro
snizeni rozptylu. Jednou téchto metod je Antithetic variables, kterou v praktické c¢asti

pouzijeme a jejiz aplikace urychli simulace.

Piinosem této prace je popsani a porovnani klasické simulace Nested Monte Carlo
s novou moderni metodou Least squares Monte Carlo. Z analyzy dostupnych zdroju
vyplynulo, Ze v CR ziejmé neexistuje feSeny piipad aplikace Least squares Monte Carlo na
anuity v nezivotnim pojisténi. Celkové dostupné mnozstvi literatury ohledné aplikace
Least squares Monte Carlo v pojistovnictvi je velmi malé. VétSina materialii, ze kterych
bylo ¢erpano, pochazi ze studii riznych konzulta¢nich spole¢nosti, které puisobi v oblasti

pojistovnictvi. Védeckych ¢lanki na toto téma je naprosté minimum.

Pivodni metoda Least squares Monte Carlo vznikla kvili snaz§imu ocefovani
americkych opci. V této praci bude ukdzan piiklad ocenéni americké opce. Uvést metodu
Least squares Monte Carlo také na pfipadu opci je vhodné, protoze literatura na toto téma
je vice rozpracovana a mnoho problémd, které jsou feSeny pfi aplikaci v pojistovnictvi, jiz

bylo feSeno v ramci ocenovani opci.



2. Solvency Il

Na uplném zacatku této prace by bylo dobré zminit zakladni kontext, ve kterém se
budeme pohybovat. Podnikani pojistoven je v Evropské unii upraveno Smérnici
Evropského parlamentu a rady 2009/138, zkradcené Solventnost II. Této smérnici
ptedchazela prvni smérnice Rady 73/239/EEC Evropskych spole¢enstvi z roku 1973, ke
které¢ se postupem casu piridavalo mnoho dalSich smérnic (souhrnné Solventnost I).
V Solventnosti Il je ¢ast smérnic tykajicich se pusobeni pojistoven a zajisStoven platnych
v EU prepracovana a sjednocena do jednoho dokumentu. Sklada se ze tfech casti neboli
pilifu, jak je mozno vidét na obrazku 2.1. Problematika tykajici se jednotlivych pilifa bude

popsana v dalSich kapitoléach.
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Obrazek 2.1: Tti pilife Solvency 11

Zdroj: http://www.asymptotix.eu/content/solvency-ii

Jednim z pfedmétti zajmu této regulace je stanoveni kapitalového pozadavku, ktery
musi instituce drzet proti nepfedvidanym udalostem, jako jsou krize, pfirodni pohromy,
atd. Velikost tohoto kapitalového pozadavku by méla odrazet mnozstvi pouzitelného
kapitalu pojistoven a zajistoven, které umozni absorbovat vzniklé ztraty na horizontu

jednoho roku a dodrzet tak zavazky vuéi pojistnikim a obmySlenym osobam s vysokou


http://www.asymptotix.eu/content/solvency-ii

mirou pravdépodobnosti na horizontu jednoho roku, typicky s 99,5% pravdépodobnosti.
Ur¢ity pozadavek nakapital obsahovala uz Solventnost I, ale v souvislosti s rozvojem trhu,
kdy se instituce zacaly stdvat nadnarodni a investovat do riznych aktiv na mnoha trzich,
ptistoupil Evropsky parlament k revizi a zpfisnéni pozadavkl kladenych na instituce.
Smérnice vstoupila v platnost po nékolika odkladech na zacatku roku 2016.Solventnost Il

je do jisté miry podobné konceptu Basel III, ktery je souborem opatieni regulujici piisobeni

bank.

2.1  Ocenovani poloZek rozvahy

Solventnost II klade velky diiraz na spravné ocenéni jednotlivych polozek rozvahy
a ocenéni obou polozek rozvahy by mélo odpovidat redlné hodnoté. Na stran¢ aktiv se
polozky ocetuji pomoci trzni hodnoty. Vzhledem k tomu, Ze pojistovny vétSinou investuji
do vetejné obchodovatelnych cennych papirti, napfiklad statnich dluhopist, je cena znama.
Pokud se v aktivech nachazi majetek, ktery se neda trzné€ ocenit, stanovi se jeho cena na

zéklad¢€ modelu. ZjednoduSena rozvaha pojistovny je znazornéna na obrazku 2.2.
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Obrazek 2.2: Rozvaha pojistovny

Zdroj: https://publications.parliament.uk/pa/ld200708/Idselect/ldeucom/42/7112002.htm

vvvvv

strana rozvahy obsahuje poloZzky jako technické rezervy, které vétSinou neni mozné trzné
ocenit, protoze se s nimi bézné neobchoduje. Je tedy tieba stanovit jejich realnou hodnotu,

jinym zpusobem (na obrazku 2.2, MVL). Rizikova marze se pricita k nejlepsimu odhadu


https://publications.parliament.uk/pa/ld200708/ldselect/ldeucom/42/7112002.htm

(definovan v nésledujici kapitole) a je soucasti technickych rezerv. Protoze k vyporadani
muze dojit v budoucnu, kdy nezname piesny termin ani vySi plnéni, je tfeba ztohoto
divodu zahrnout rizikovou marzi k nejlepSimu odhadu. Technické rezervy, tedy zdvazky

pojistovny z budoucich plnéni, se skladaji z nejlepsiho odhadu a rizikové marze.

2.2  Nejlepsi odhad

Nejproblemati¢téj$i je realné ocenéni nejlepsiho odhadu. Nejlepsi odhad (Best
estimate - BE,) vcase t=0, tedy dnes, je v Solventnosti II definovan jako
pravdépodobnostné vazeny prumér budoucich finanénich tokd pii zohlednéni hodnoty
penéz za pouziti ptislusné bezrizikové vynosové kiivky. Tento odhad je provadén bez
zapocteni jakychkoliv zaji$téni a pfenosu rizik na tieti strany. Déle by mél nejlepsi odhad
zohlednovat veSkeré pfirtstky a Ubytky penéZnich prostiedkii nezbytnych k vyrovnani
zévazki, a to po celou dobu jejich trvani. Pro samotny vypocet nejlepSiho odhadu se
pouzivaji analytické ptistupy nebo se nejlepsi odhad simuluje pomoci metod popsanych

v dalsich kapitolach.

V dalsi kapitole se prace vénuje zplsobu stanoveni vyse kapitalového pozadavku,
ale pro jeho stanoveni je nejdiive tieba definovat nejlepsi odhad v ¢ase t = 1 (BE;), kde 1
typicky zna¢i jednolety horizont. Nejlepsi odhad se v pribéhu roku vlivem zmény
ekonomickych (urokova mira, mira inflace) a jinych podminek (imrtnost, stornovost, atd.)
také méni. BE; je tedy nejlepsi odhad odhadnuty v zavislosti na zménach podminek béhem
jednoho roku, které maji na nejlepsi odhad vliv. Protoze nevime, jestli v pribéhu roku
nastanou n&jaké zmény, a pokud ano v jaké vysi, je BE; nahodnou veli¢inou. V Kkapitole 5

budou predstaveny modely pro aproximaci BE].

2.3  PilirI

Prvni pili regulace Solventnost Il se mimo jiné tyka kvantitativnich pozadavkt
kladenych na pojistovny. Rozlisuji se dva druhy kapitalového pozadavku SCR (Solvency
Capital Requirement) a MCR (Minimum Capital Requirement), kdy nesplnéni téchto

pozadavkl vede k riznym akcim ze strany regulatora.

Uvazujme pojistovnu s pouzitelnym kapitalem V), kde pouzitelny kapital spocteme

jako aktiva, od kterych odeSteme pasiva, kterym je pojistovna vystavena'. Abychom

! T&mito pasivy mame na mysli nejlepsi odhad a rizikovou marzi (MVL z obrazku 2.2)



zajistili, Ze spolecnost zlstane solventni béhem jednoho roku spifedem danou
pravdépodobnosti a, musi spole¢nost drzet kapitdlovy pozadavek SCR alespon ve vysi

Vo + xo. SCR pak mizeme definovat pomoci rovnice:
Vo + %o = qo (Vo — V1DF), (2.1)

kde DF je diskontni faktor bezrizikové urokové miry, kterym zohlednime casovou
hodnotuV;. Jelikoz veli¢ina V; podléha ndhodnym vliviim, také veli¢ina (Vy — V;DF) je
nahodného charakteru. P¥i odhadu SCR se vychazi z rozdéleni (Vy; — V;DF), jak definuje
Smérnice 2009/138 v ¢lanku 122, odstavci 2, kdy se za pomoci statistiky VaR (Value at
Risk) spocte horni 99,5% kvantil rozdéleni. VaR je v podstaté statisticky odhad, ktery fika,
jakéd muze byt maximalni ztrata za dané obdobi, jestlize vylou¢ime ztraty, které nastanou
s pravdépodobnosti mensi nez (1 — «). V rovnici (2.1) bychom jeji levou ¢ast popsali jako
soucasny solventnostni kapitalovy pozadavek, coz je SCR v ¢ase 0. V pravé Casti rovnice
(2.1) je pak dany kvantil rozdé€leni rozdilu hodnoty V, a diskontovaného V;, tzn. ztrata,
kterou utrpime s danou pravdépodobnosti za jeden rok. Clen x, ma dilezitou vypovidaci
hodnotu. Pokud je €len x, zaporny, znaci to, Ze dané spolecnost je dobfe kapitalizovana a
je tak mozné volné prostiedky ,,vybrat* nebo spole¢nost muze rozsitit svou bilanci o dalsi
zavazky bez pozadavku na dodate¢ny kapitdl. Kladny clen x; naopak znaci potiebu

doplnéni kapitalu alespon ve vysi x.

Pro praktickou ¢ast této prace budeme predpokladat, ze strana aktiv se béhem roku
nemiize zménit, a na strané pasiv se muze meénit pouze nejlepsi odhad. Takovéto
zjednodusSeni pak vede k zavedeni tlohy odhadu SCR pouze jako diskontovaného horniho

kvantilu BE; s pravdépodobnosti a:

BE
SCRy = % 2.2)

Dalsim pozadavkem Solventnosti II je MCR,ktery by mél odrazet minimalni
mnozstvi pouzitelného kapitalu. Jak vyplyva z vySe uveden¢ho, MCR je slozkou SCR.
Plati tedy, ze:

Pojistovny a zajisStovny jsou povinny drzet pouzitelny kapital alespoii ve vySiSCR,

a pokudpouzitelny kapital dané pojistovny nebo zajistovny klesne pod hranici SCR,



regulator pfistupuje k riznym opatfenim se vzrlstajici intenzitou, jak se velikost
pouzitelného kapitalu snizuje vice a vice k MCR. Pokud pouzitelny kapital spole¢nosti
nestaci ani na pokryti MCR, regulétor pfistupuje ke drastictéjSim opatfenim, které muze

vyustit az v odebrani licence a pfevzeti spravy nad danou spole¢nosti regulatorem.
Solventnost IT umoziuje dva az tii zptisoby vypoctu SCR:
e pouzivani predepsanych modell a vzorct, které obsahuje regulace

e moznost aplikace internich modeld, které zohlednuji riziko, které dana
spole¢nost podstupuje
e tfeti moZznosti je kombinace dvou ptedchozich, kdy pojistovna ¢i zajistovna

vyuzije pro n¢kterd rizika standardnich modelll a pro néktera rizika internich

modelt.
Market Health Default Life Non-life Intang
I I | ; | J J
Interest SLT CAT Non-SLT | Mortality | Premium
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[ ——
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Obrazek 2.3: Hierarchicka struktura rizik v Solvency Il v ramci standardniho ptistupu

Zdroj:https://uglyduckling.nl/blog/solvency/standard-formula-and-solvency-capital-requirements/

Na obrazku 2.3 muizeme vidét hierarchickou strukturu rizik, kterymi se zabyva
standardni formule pro vypocet SCR. Muzeme tak vidét jednotlivé slozky zdkladniho

kapitalového pozadavku (BSCR) a rizika, kterych se tyka. Kapitalovy pozadavek je



pocitany zvlast za kazdy modul. VSechny kapitalové pozadavky jsou pak agregovany za
pomoci korela¢nich matic. Tyto korelacni matice jsou zvoleny tak, aby vysledny SCR co

nejlépe aproximoval 99.5%VaR na jednoletém horizontu.

Vyuziti internich modeld by mélo Iépe vystihovat rizika spojena s ¢innosti dané
spolecnosti a Casto tak vede k mensimu pozadavku na SCR v porovnani se standardnim
vypoctem. Standardni piistup pro vypocet SCR se spiSe hodi pro mensi spolecnosti, pro
které¢ by bylo zavedeni internich modeli narocné. Vyuziti internich modeli pro vypocet
SCR nachazi uplatnéni spiSe ve velkych spolecnostech, které maji kapacity na jejich
zavedeni. Pokud dana spole¢nost chce vyuzivat internich modeld pro vy¢isleni SCR, musi
ziskat povoleni od regulatora (v CR je to Ceska narodni banka). Navic je pouZiti internich
modelli zatizeno vysokymi naroky na administrativu a procesy. VétSinou je vSak hodnota
SCR spoctena pomoci internich modell nizsi neZ hodnota spoctend pomoci standardniho

vzorce, proto se k nému pojistovny uchyluji.

24  Pilir II

Druhy pili Solvency Il mtize byt rozdélen na dvé Casti. Prvni ¢ast je zaméfena na
instituce samotné, od nichz se ocekava, ze vytvoii spolehlivé, a€inné a komplexni strategie
a postupy pro priubézné hodnoceni a udrzovani pouZitelného kapitalu. Regulace se vénuje 1
¢innosti interniho auditu a systému vnitinich kontrol. Druha ¢ast Pilife II se vénuje hlavné
regulatornim organum a specifikuje, co je jejich cilem. Hlavnim cilem regulatornich
organl je zajistit, aby spolec¢nosti podléhajici regulaci, mély spravné nastavené procesy
fizeni rizik, jeho kontroly, a aby se dostatecné vénovaly fadnému pokryti vSech rizik,
kterym je spolecnost vystavena nebo kterym by mohla byt celit v budoucnu. Dana
pojistovna ¢i zajiStovna by meéla pokryvat 1 rizika plynouci ze stresového testovani,
kterému se Pilit II také vénuje. Regulatorni orgdn muize pozadovat dokumenty a podklady,
na zakladé kterych pojistovna ¢i zajistovna fidi sva rizika a vykonavat ,,onsite* dohlidku.
Dale umoznuje Pilif II dohledovému organu, aby stanovil dodate¢nou marzi k SCR, pokud
bude mit pochybnosti o nastavenych procesech fizeni rizik ¢i vypoctech provedenych

danou spole¢nosti.

Jednim z vystupt z Pilite II je tzn. ORSA (Own Risk Solvency Assessment), coz je
dokument, ktery by mél hodnotit podstupovana rizika, velikost pouzitelného kapitalu
vV porovnani se SCR a prospektivni pohled na budouci pozadavky na velikost pouzitelného

kapitalu.
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2.5  Pilir 111

Tteti Pilit regulace Solvency II se tyka vykazovani a jisté harmonizace v reportingu
pro lepsi porovnatelnost v odvetvi. Pouzivaji se jednotné reportingové Sablony
(Quantitative Reporting Templates) pro detailni informovani regulatora o soucasném
vyvoji finan¢ni situace a stavu solventnosti dané spoleCnosti na kvartalni a ro¢ni bazi.
Kwviili jednotnému vykazovani mohou byt vysledky porovnany i mezi jednotlivymi staty a

regulator tak v€as mize zareagovat na dana rizika.

Dale musi pojistovna ¢i zajiStovna vypracovavat dalsi pravidelné zpravy o stavu na
trhu, o situaci pojistitele a jeho vnitinich zaleZitosti jako je napiiklad vyména CRO (Chief
Risk Officer). Jednou z dulezitych zprav je i Zprava o solventnosti a finanéni situaci,
(Solvency and Financial Condition Report - SFCR), ktera musi byt pfedloZena pokazdé po
skonceni finan¢niho roku. Je to relevantni dokument pro zdkazniky, investory i1 vetejnost a
obsahuje informace o dilezitych hospodéiskych vysledcich, dualezitych udalostech

piedchoziho roku a aktudlni mife solventnosti dané pojistovny ¢i zajisStovny.

Dalsim dokumentem je Pravidelna zprava organu dohledu (Regular Supervisory
Report - RSR), coz je dokument uréeny pro regulatora. Jestlize SFCR ma predem
definovanou strukturu a méla by obsahovat popis vyvoje podnikani, rizikovy profil dané
spole€nosti, ocenéni aktiv a pasiv, jak bylo feceno vySe, tak RSR je jejim podrobnéj$im
doplnénim a méla by obsahovat informace napiiklad o budoucim vyvoji podnikani dané

pojistovny ¢i zajistovny.

2.6 Kritika

Regulace Solvency II je také tercem kritiky at’ uz jednotliveli nebo instituci
(Andrew Turnbull?, Bank of England, Ministerstvo financi Velké Britanie a Severniho
Irska®). Napriklad Kamran Foroughi z konzultagni spole¢nosti WillisTowersWatson® uvadi

nékolik oblasti, kde vidi nedostatky v regulaci Solvency Il. Jsou jimi:

2 Dostupné z http://www.telegraph.co.uk/business/2016/06/28/brexit-will-allow-insurers-to-escape-
absolutely-dreadful-eu-regu/ , [cit. 4. 1. 2018]

¥ Dostupné z https://www.out-law.com/en/articles/2016/february/uk-calls-for-review-of-solvency-ii-
over-competition-concerns-in-insurance-industry/ , [cit. 4. 1. 2018]

* Dostupné z https://www.willistowerswatson.com/en/press/2017/03/Flawed-Solvency-11-risk-
margin-is-hurting-consumers , [cit. 4. 1. 2018]
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e Prenos rizika, zajiSténi — SpoleCnost si mlze sjednat zajiSténi zpiisobenych

ztrat u zajistovny i mimo Evropskou Unii, kde neplati regulace Solvency II.

e Dlouhodobé zajisténi — DoSlo k ndrGstu objeml na trhu se zajiSténim
dlouhodobych produkti z toho divodu, Ze rizikova marze je piili§ vysoka
pro vyplatu okamzitych anuity (typicky dozivotni renta, kdy se poplatek

plati jednorazové a k vyplaceni dochazi prakticky ihned).

e Pro-cykli¢nost — Pokles v cené aktiv v obdobi krizi vede k vyssi volatilite,
coz implikuje nartst kapitdlového pozadavku a k rlstu pouzitelného

kapitalu.

e Obecné vyssi naklady na sprdvu a kapital, které se promitnou do cen
pojistného pro konecné spotiebitele. Slozitost regulace také snizuje
konkurenceschopnost evropského pojistného odvétvi a piinasi nové bariéry

vstupu do odvétvi, na coz ve vysledku opét doplati spotiebitel.

3.  PojiSténi vztahujici se k anuitam

Anuita v pojisténi je obecné platba poskytovana pojistovnami na meésicni,
¢tvrtletni, pilro¢ni nebo ro¢ni bazi za zivot osoby (annuitant). Zatimco v zivotnim pojisténi
pojistovna vyplaci ndhradu v pfipadé¢ smrti pojisténého, anuita ma za cil poskytovat

nahradu jesté za zivota annuitanta.

3.1 Povinné ruceni

S anuitami se ¢asto muzeme setkat u pojisténi odpoveédnosti za Skodu. Typickym
ptikladem budiz pojisténi odpovédnosti z provozu motorového vozidla, tzv. povinné
ruCeni. Toto samotné pojisténi se fadi do kategorie nezivotnich pojisténi (rizikovych). U
zivotnich pojisténi (rezervotvornych) vytvafime rezervu na udalost, jez zpravidla nastane
se 100% jistotou, typicky se jedna o vyplatu Castky pii doziti se uréitého veéku nebo
smluvené castky v piipadé smrti pojisténého. V nezivotnich pojisténich neni jisté, jestli
K pojistné udalosti dojde. Soucasti povinného ruceni je i pojisténi z odpovédnosti za Skody
na zdravi, které tvoii jeho dualezitou cast. Podle Jedlicky (2017)tvotil v roce 2016 pocet
Skod se zdravotnimi naroky asi 4% z celkového poctu oznamenych Skod (pfiblizné

264 000 skod bylo ohlaseno v roce 2016). Na celkovém objemu vyplacenych $kod se ale
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ijma na zdravi podili vysokou mérou, podle vyro&ni zpravy Ceské asociace pojistoven
2016 (2017) to bylo ptiblizn¢ 34% na celkovém vyplaceném objemu prostiedkd v ramci
povinného ruceni. Objem prostfedkit vyplacenych na ujmy na zdravi se dale zvySuje, na
coz ma vliv naptiklad novy ob&ansky zakonik nebo pokyn Nejvyssiho soudu®, ktery vysi
odskodnéni vaZe na vyvoj nominalni primémé mzdy v CR. Vliv nového ob&anského
zakoniku mizeme vidét na obrazku 3.1. Po zavedeni nového ob¢anského zadkoniku ¢astky

poskytnuté na pokryti Skod na zdravi vzrostli z ptiblizn€ 3 miliard na 4,8 miliardy K¢.

po aplikaci
waroe TR b 159
kontku
$kody pfed
konikem
0 500 1000 1500 3000 3500 4000 4500

2000 2500
cdstka roéniho zdvazku vmil. K&

5000

u ztrdta n vyddlku béhem pracovnineshopnosti  wndklady lé¢en  mtrvalé nasledky - platba renty  Oddkodnéni bolesti = Zti2eni spoleéenského uplatnéni  ~ Odékodnéni (trap pozistalych

Obrazek 3.1:Skody na zdravi vyplacené na povinném ruc¢eni

Zdroj: http://www.opojisteni.cz/tema/petr-jedlicka-vyse-skody-na-zdravi-v-pov-stale-roste/,

Dalsim divodem muze byt zvySujici se pasivni bezpecnost aut, kdy vice nehod
kon¢i zranénim namisto smrti. V pfipadé nehody s ujmou na zdravi tak mulze dojit
k vyplaté odSkodnéni jednorazové nebo formou diichodu (mési¢né) ¢i anuit (ro¢né).
Diilezitym tkolem pojistovny je tak rychle a spravné ohodnotit svlij zavazek, aby mohla
vytvoftit dostatecné rezervy pro pokryti budoucich vydaji spojenych s vyplatou dichodu ¢i
anuit.

3.2 Variabilni anuity

Variabilni anuita je produkt, ktery se stal velmi oblibenym v USA a v Japonsku asi
tak pied 15-20 lety (Cathcart, 2012). Je to produkt, ve kterém jsou prostiedky uréené pro
vyplatu anuit spravovany fondem nebo maji charakter unit-linked prostiedku, kde trzni
riziko nese pojistnik, a nabizi volitelné zaruky jako benefit pro vlastnika. V praxi toto

pojisténi funguje tak, ze je rozd€leno na dvé Casti: na dobu spofeni a na dobu vyplaty

® Metodika k odikodiiovani nemajetkovych Gijem. Dostupné z:
http://www.nsoud.cz/JudikaturaNS_new/ns_web.nsf/Metodika
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anuity, kdy po naspofeni dané ¢astky nebo dosazeni daného véku dojde bud'to k vyplaté

nasporenych prostiedkii nebo se z naspoiené Castky za¢ne vyplacet anuita.

Rozdil mezi tradi¢ni anuitou a variabilni anuitou je, ze v tradi¢ni anuité jsou

nevyplacené prostiedky Uroceny néjakou pevnou sazbou sjednanou ve smlouvé nebo

sazbou, kterou upravuje pojistitel. Ve variabilni anuité jsou nevyplacené prostredky

investovany na finanénim trhu podle vybéru. Vynos z investovanych prostiedki se miize

velmi lisit, podle toho do jakych aktiv bylo investovano. Zaroven vSak nabizi garantované

platby. Variabilni anuita tak ma charakter unit-linked produktu, s jistymi zarukami. Tyto

poskytované zaruky vramci variabilnich anuit lze rozd¢lit ptiblizné do 4 kategorii6

(Cathcart, 2012):

Guaranteed Minimum Death Benefits (GMDBs) — Pokud pojistnik zemie
béhem spoftici faze, garantuje tento typ zaruky vyplaceni maxima ze dvou
castek obmyslené osobé. Vyplaci se bud’'to suma vkladd pojistnika nebo

aktudlni hodnota uctu, podle toho, ktera hodnota je vétsi.

Guaranteed Minimum Accumulation Benefits (GMAB) — V tomto typu
anuit se pouzivad dodatek, ktery garantuje pojistnikovi minimalni hodnotu
anuity na konci spofici faze. Ve smlouvé muiize byt uréeno i vice dat, ke
kterym se hodnota U¢tu ve spofici fazi uzamkne a jako nova hodnota uctu se
pouzije bud'to suma investovanych prostiedki nebo aktualni hodnota uctu.

Tento typ garance tak chrani pojistnika pfed nahodnymi vykyvy trhu.

Guaranteed Minimum Income Benefits (GMIB) — V tomto piipadé je
stanovena bud'to pifi podpisu smlouvy nebo pii anuitizaci (pieklopeni
hodnoty uc¢tu na konci spotici faze do vyplatni faze) minimalni castka,
kterou se pojiStovna zavazuje vyplacet po urcitou dobu. Vybérem této
moznosti zakaznik ztraci pristup k hodnoté uctu. Naopak ziskava jisty
ptijem, i kdyz hodnota uctu klesa vlivem trznich podminek.

Guaranteed Minimum Withdrawal Benefits (GMWB) — Tento typ garance
zajiStuje moznost vybéru predem dané ¢astky/podilu na pocate€nim stavu

uctu po takovou dobu, dokud nebude vycCerpana Castka, ktera byla vlozena

® Nazvy jednotlivych kategorii ponechim v angliéting, protoZe jsem pro né nenasel vhodny &esky

preklad.
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na ucet na pocatku. Chrani tak zdkaznika pfed poklesem trhu a zarovent mu
umoziuje profitovat z rastu trhu. Predpokladejme pocatecni hodnotu Gctu
ve vysi 1000 000K¢E, kterou vlozime na et pojistovny ve véku 55 let.
Dale ptedpokladejme miru vybéru 10% z pocateéniho stavu (kazdy rok
bychom méli obdrzet 10% z poc¢atecni hodnoty uctu, tedy 100 000K<¢). V 65
letech chceme zacit Cerpat anuitu, ale vlivem trznich podminek se hodnota
uctu snizi na 850 000KE. Méli bychom tak narok vybrat pouze na 85 000K¢,
ale diky GMWB miizeme Cerpat pravé téch garantovanych 100 000K¢.
Naopak, pokud by hodnota uctu vzrostla na naptiklad 1 125 000K¢, tak
bychom méli narok na vybér 112 500K¢&. Realnd hodnota uctu se kazdy rok
S vyplatou snizuje, a pokudklient zemfe v priabéhu vypldceni, tak oproti
GMIB nalezi tato ¢astka pozistalym. Vypocet kazdoro¢ni anuity probiha
z pomyslného vyvoje uctu, jako by zn€j nebylo cerpano. Tento postup

umoznuje stanovit kazdoro¢né vysi GMWB anuity.

Variabilni anuity jsou popularni zejména Vv kapitalové vyspélych zemich (Cathart,

2012). V CR jsem nenarazil na podobny produkt nabizeny tuzemskou pojistovnou.

4.  Modely urokovych sazeb

V této kapitole budou popsany nckteré zakladni modely urokovych mér, které se
v praxi pouzivaji. Pohyb urokovych mér hraje dilezitou roli v rozhodovani v risk
managementu na finan¢nich trzich. VySe a vyvoj Grokové miry také ovliviiuje rezervy
pojistovny, coZ jsou prostfedky urcené k budoucim vyplatdim ze smluvnich naroki.
Pomoci modela lze popsat chovani sazeb a pfipadné simulovat jejich budouci vyvoj a

nasledné tento vyvoj sazeb zohlednit ve vypoctu budouciho zédvazku.

Pro tyto potteby jsou casto pouzivany jednofaktorové modely, které vychazeji

Z nésledujici stochastické diferencidlni rovnice (SDE):
dr(t) = u(r(t),t)dt + o(r(t), t)dW, 4.2)

Jednofaktorové proto, ze jedinym zdrojem nejistoty je ¢len W;, ktery znaci

Wieneruv proces (jinak téz Browniv pohyb). Parametr u znaci drift a o udava rozptyl.
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nasledujicimi vlastnostmi:
1. Wy =0s.j,
2. Nezavislé ptirtstky pro kazdé t> 0, budouci ptirastky Wiy, — W, u = 0,
jsou nezavislé na minulych hodnotach W, s < t,

3. Prirastky W;,,— W; jsou normalné rozdélené¢ se stiedni hodnotou 0 a

konstantnim rozptylem,
4. Proces W, je spojity v t.

Vasic¢kav model a CIR (Cox-Ingersoll-Ross) model jsou dilezité modely ve tiidé

jednofaktorovych modeld a budou popsany v dalSich kapitolach.

4.1 Navrat k praméru (mean-reversion)

Na rozdil od ceny akcii mad urokova mira tendenci vracet se zpét ke svému
dlouhodobému priméru. Ttida modeld, které tuto vlastnost popisuji, se nazyva mean-

reversion.

Pokud je urokova mira vysoka, deterministicka slozka mean-reversion modelu nuti
urokovou miru k poklesu a piiblizeni k dlouhodobému priméru a naopak, pokud je
urokova mira na nizkych hodnotach, mé tendenci rlst a pfiblizovat se tak ke svému

dlouhodobému priméru, jak je vidét na obrazku 4.1.

Urokova mira

Cas
Obrazek 4.1 Vlastnost mean-reversion

Mean-reversion modely maji ekonomické opodstatnéni. Pokud je urokovd mira
prilis vysokd, ekonomika mé tendenci zpomalovat. To zpusobi pokles poptavky po
finan¢nich prostiedcich. Vysledkem je, Ze irokova mira klesa. Naopak, pokud je trokova

mira nizka, vzroste poptavka po finan¢nich prostifedcich, coz plisobi na rast irokové miry.

16



Urokova mira tak konverguje ke svému dlouhodobému priméru nebo dlouhodobému

rovnovaznému stavu.

4.2 Vasickiav model

Velmi zndmy Vasickliv model, pojmenovany po svém autorovi a publikovany
vroce 1977 (Vasicek, 1977), tvoti zéklad jednofaktorovych modeli. Byl viibec prvnim
modelem ve financich, ktery zachytil vlastnost mean-reversion. Vasicktiv model definuje

okamzitou urokovou miru jako Ornstein-Uhlenbeckliv proces s konstantnimi parametry

takto:
dr, = a(®@ — r)dt + o dW, r(0) = r,. 4.2)
Stochastickou diferencidlni rovnici diskretizujeme a dostaneme vyraz:
ry =re_; + a(®@ — r)A + oVAg, (4.3)

kde a prezentuje rychlost navratu k dlouhodobému pruméru 6, a o znaci rozptyl modelu. &
jsou 11D’ veli¢iny normovaného normalniho rozdéleni. Hodnota r; ma normalni rozdéleni

S podminénou stfedni hodnotou:
0+ (rp —0)e “t. (4.4)

Pfi znamé hodnoté r( se vzristajicim t se hodnota exponentu zmensuje, az ziistane
zanedbatelna a vyznamnym tak zlstava parametr 6. Zaroven, pokud je ry = 0, ofekavana

stfedni hodnota je rovna svému dlouhodobému priméru pro kazdé t. Rozptyl je roven:

2
g_a(l _ e—2at)_ (45)

Opét je vidét, Ze s rostoucim t klesd vyznam ¢lenu v zdvorce a rozptyl je tak ptimo
umérny parametru o, ktery pfimo ovliviiuje miru nejistoty vstupujici do modelu. Naopak,
rozptyl modelu je nepfimo umérny parametru «, ktery znaci ,.koridor*, rychlost nebo
intenzitu navratu k dlouhodobému priméru 6, ve kterém se urokova mira pohybuje. Za

hlavni vyhodu Vasickova modelu je povazovana jeho jednoduchost. Jako jeho hlavni

I dentically Independently Distributed — stejng rozdélené ndhodné veli¢iny
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nevyhoda se jevi moznost zapornych hodnot modelu, kterou se snazi fesit CIR model

popsany v dalsi kapitole.

Dalsi informace o téchto modelech a jejich vlastnostech, odvozeni nebo
diskretizaci, Ize nalézt ve Vasickoveé puvodnim ¢lanku (1977) nebo v ¢lanku Schurmana
(2009).

4.3 CIR model

Jak bylo feceno v kapitole 4.2, hlavni nevyhodou Vasi¢kova modelu je moznost
zapornych Urokovych sazeb. Tento problém se snazi feSit model CIR, pojmenovany po
svych autorech Cox, Ingersoll, Ross (1985). Jedna se o rozsifeni Vasickova modelu, kde
nahodna slozka nezavisi pouze na rozptylu, ale i na své minulé hodnoté€ urokové miry. CIR

model je tak popsan takto:
dr, = a(® — rydt + 0'\/I'_t dw,, r(0) = ry. (4.6)
Model CIR zajistuje nezaporné hodnoty, pokud je splnéna podminka:
200 > o2 4.7)

Pokud se r; blizi k nule, ndhodna slozka se taktéz stava zanedbatelnou a prevazi
vliv prvniho ¢lenu z rovnice (4.6), tj. navrat K dlouhodobému praméru 6. Stejné tak, pokud
r; dosahne nuly, dal$i hodnota urokové miry je nutné pozitivni. CIR model je také
populérni pro svou podminénou heteroskedasticitu, kdy rozptyl neni konstantni v ¢ase. PoO

diskretizaci CIR modelu dostavame rovnici ve tvaru:

re=ri_1+a® — r)A + o./Ar,_1¢;. (4.8)
Rozptyl modelu:
o? o?
—at _ ,—2at 1— —2at 2_ 4.9
T (e e “")+6 Za( e °") (4.9)

Vzorec pro stiedni hodnotu CIR modelu zde neni uvadén, protoze je stejny jako ve
Vasickové modelu (4.4). Rozdéleni neni normalni, jako u Vasic¢ka, pravé kvili
nezapornosti hodnot. Pro simulovani hodnot z CIR procesu se pouziva diskretizace, kdy
spojity CIR proces zjednodusime a simulujeme hodnoty pouze pro diskrétni Casové

okamziky A. Diky diskretizaci CIR procesu miizeme simulovat jeho hodnoty, ale zaroven
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diskretizace piindsi moznost, ze CIR proces nabude zapornych hodnot. Této vlastnosti se
Ize vyvarovat zvolenim dostate¢né malého parametru A.Vice informaci ohledné
diskretizace modelu a jeho vlastnosti a vyuziti je K nalezeni v piivodnim c¢lanku Cox,
Ingersoll, Ross(1985). Existuje mnoho dalSich modelt trokovych sazeb, ale v dalsi praci

se omezim pouze na model CIR. Popis dalsich modela i vicefaktorovych Ize najit napiiklad

v Brigo, Mercurio(2006).

5. Proxy modely

Pojistovny i zajistovny Celi stale vétSimu tlaku ze strany regulatora, v mensi mife i
ze strany akcionafi, aby co nejvice rozumély rizikovému profilu svého portfolia. Inovace
spojené s vEtsi poptavkou zakaznikl jsou jednim ze zdrojh stale vétsi slozitosti produkti,
spojené.Modely pouzivané pro sestaveni rozvahy pojistovny jsou tvofeny funkcemis
mnoha vstupy, z nichz velka ¢ast ma stochasticky charakter. Navic nova regulace pozaduje
vypocet kapitalového pozadavku SCR (Solvency Capital Requirement),k jehoz stanoveni
potiebujeme mimo jiné ziskat BE, i BE;, coz znamena spoustét mnohokrat tyto modely
pod riznymi scénafi vyvoje pro ziskani nejlepSiho odhadu za rtznych, vétSinou
zhorSenych, podminek na jednoletém horizontu. V kapitole 2.3 jsme rovnici (2.2)

nadefinovali zjednoduSenou tlohu odhadu SCR, pro kterou budeme potiebovat pouze BE].

Pivodné byly vzorce pro vypocet nejlepSiho odhadu pouzivany deterministické
funkce vyuzivajici komutacnich ¢isel. Vysledné penézni toky pak byly jednoduse
diskontovany k aktudlnimu datu. Diky dostupnosti vypocetni techniky a flexibilité
produkti doslo k rozvoji simula¢nich technik. Jak tvrdi (Hursey et al., 2014), obecné je
vyhodnéjs$i provést tisice simulaci, nez se snazit analyticky popsat chovéani néjakého
slozitého cash flow modelu. Pro komplexnéjsi produkty je slozité az nemozné spocitat BE|,
analyticky, natoz pak urCit BE; a ziskat jeho distribuci pro ur€eni horniho 99,5% kvantilu.
Naopak, pomoci simulaci mizeme zahrnout do modelu dal$i detaily a vazby mezi
jednotlivymi proménnymi. Z vySe uvedenych divodli tak nad analytickym pfistupem

ziskalo na vrch stochastické modelovani.

V nasledujicich kapitoldch budou piedstaveny nékteré v soucasnosti pouzivané

simulac¢ni techniky pro odhad BEj.
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Hlavnim cilem této prace je aplikovat metody Nested Monte Carlo a Least squares
Monte Carlo na model anuity v ramci neZivotniho pojisténi a vzajemné porovnani obou

metod v praktické ¢asti, proto bude kladen diiraz pravé na vysvétleni téchto dvou metod.

5.1 Nested Monte Carlo

vvvvv

analyticky, pouzivaji se v praxi velmi casto Nested Monte Carlo simulace. Toto plati
zvlasté v ptipadé garantovanych plateb, jako jsou anuity. Nested Monte Carlo simulace
nejsou potieba vramci standardniho pfistupu Solvency II. Vyuziti naopak nachézeji
Vv internich modelech. Mohou byt také uzite¢né v ramci ORSA, pti projekci budoucich
kapitalovych pozadavkt. Takovyto postup vyzaduje simulaci Nested Monte Carlo. Také
v ramci ORSA je potieba projektovat budouci zdvazky s ohledem na rlizné scénare vyvoje,

coz opét vede na metodu Nested Monte Carlo.

V simulacich BE; tedy ptfedpokladdme zménu rizikovych faktord (imrtnost, mira
inflace, zdravotni stav pacienta, atd.) na jednolet¢ém horizontu, kde tuto zménu
Vv rizikovych faktorech simulujeme. Nasledné simulujeme rizikové faktory v zavislosti na

jejich zménach, které se udaly béhem prvniho roku.

Prakticky bude potieba simulovat dvé stochastické casti pro odhad BE;, které
vidime na obrazku 5.1. Jsou to takzvané real world® scénafe pro zachyceni vyvoje
rizikovych faktorti v ramci jednoho roku. A druhou slozku, takzvané inner scénaie, pro
vypocet BE; Vv ramci jednotlivych real world scénaiti az do ukonceni smlouvy. Vlastnosti

téchto scénait budou popsany dale.

8 V praci budou pouzivany originalni, nepfelozené nazvy pro inner, outer a real-world scénafe,
protoze doposud neexistuje jejich dostate¢né vystizny pieklad.
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Obrazek 5.1 llustrace Nested Monte Carlo simulace

Postup aproximace BE; by se dal popsat v nasledujicim algoritmem:

1. Simulaci real world scéndii zachytime zménu rizikovych faktorti a
generovanim dostate¢ného mnoZstvi scéndii si pfipravime pocatecni
hodnoty pro dalsi krok. Tato distribuce real world scénafti by méla
odpovidat budoucimu pravdépodobnostnimu vyvoji rizikovych faktord. Do
rizikovych faktorii zahrnujeme veskeré proménné, které vstupuji do modelu
nejlepsiho odhadu a maji tak na jeho odhad vliv. Zménu rizikovych faktori
obvykle simulujeme na jednoletém horizontu tak, jak vyzaduje Solvency II.

2. Nasledné¢ simulujeme inner scénafe rizikovych faktortv zavislosti na
simulovanych real world scénafich. Real world scénafe tak jsou vstupni
hodnotou pro inner scénafe. Simulaci inner scénait provedeme az do konce
simulovaného obdobi (napf. konec smlouvy, maximalni v€k doziti). Pro
kazdy real world scénaf musime pouzit dostateCné mnozstvi inner scénaii
abychom ziskali co nejpiesnéjsi vysledek pro kazdy pocate¢ni real world
scénar.

3. Nakonec odhadneme stfedni hodnotu cash flow pro kazdy real world scénaf

zvlast’ v zavislosti na realizaci inner scénadill. Protoze BE; je nahodna

veli¢ina, ziskdme jeji rozdeleni v zavislosti na zméné rizikovych faktort na
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jednoletém horizontu. Jinymi slovy, odhadneme nejlepsi odhad v ¢ase t = 1

pro jednotlivé simulace real world scénart.

Jak vyplyva zalgoritmu vyse, Nested Monte Carlo je ,simulace v simulaci®.
V praxi tak volime mezi pozadovanou piesnosti a dobou vypoctu. Typicky v ptipad¢ anuit,
kde je potfeba simulovat az do ukonceni smlouvy, tieba az po 30 letech, jsou Nested
Monte Carlo simulace velmi ¢asové naro¢né. Pojistovny ¢asto voli 1 000 az 10 000 real
world scénaftt a nékolik stovek az desitky tisic inner scénart (Cathcart and Morrison,

2014). Celkem se tak Ize dostat na miliony simulaci v kroku 2, coz ho ¢ini na celém

v

Otazkou zustava, jak nasimulovat BE; co nejrychleji. Vypocet nejlepsiho odhadu je
sam o sobé narony a vypocetni kapacita neni nekonefnd. Je zapotiebi vypocty
zjednodusit, ale zaroven zachovat jejich piesnost. Z toho diivodu byla uzptisobena metoda
Least squares Monte Carlo a n¢kolik dalSich metod pro aproximaci BE;. Uvadéné metody

mohou byt pouzity zvlast’ nebo jako jejich kombinace pro dosaZeni pozadovaného vystupu.

5.2 Least squares Monte Carlo

Metoda Least squares Monte Carlo (LSMC) je velmi oblibena a pouziva se napfic
riznymi odvétvimi na celou fadu problémi. Vyuziti nachézi naptiklad v bankovnictvi,
pojistovnictvi nebo energetice. S vyuzitim LSMC muZeme ocenovat polozky v rozvaze
pojistovny, v bankovnictvi finanéni derivaty a v energetickém sektoru je zajimava aplikace
na derivaty s elektfinou jako podkladovym aktivem, naptiklad swing opce.
V plynarenském odvétvi 1ze LSMC pouzit pro ocenéni opci na skladovani plynu (Boogert
and De Jong, 2008).

Jako jedni z prvnich popsali metodu LSMC Longstaff a Schwartz ve svém ¢lanku
(2001). Zabyvali se v ném aproximaci odhadu ceny americkych opci. Je to metoda, ktera
zjednodusuje NestedMonteCarlo simulace. Toto zjednodusSeni spoc¢iva v Gpravé kroku 2
v algoritmu pro Nested Monte Carlo, kdy stale simulujeme inner scénafe, ovSem jejich
pocet vyrazné omezime. Nasledné pouzijeme jednoduchou regresni funkci pro odhad
zavislosti mezi jednotlivymi nepiesnymi odhady BE; a vyvoji rizikovych faktord béhem
jednoho roku. Cely algoritmus implementace LSMC lze rozdélit na dvé diléi ulohy a to na

kalibra¢ni ulohu a tlohu samotného odhadu BE;.
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Kalibra¢ni aloha

Algoritmus pro aplikaci LSMC je zdanlivé podobny jako v piipadé Nested Monte

Carlo, ale 1isi se jiz v prvnim kroku, kdy je potieba misto real world scénaiti pro prvni rok

vytvofit kalibratni mnozinu pro regresni funkci. Takzvané outer scénare se od real world

scénait pouzivanych v Nested Monte Carlo li§i vtom, ze by mély pokryvat nejen

oc¢ekavany vyvoj, ale i extrémnéjs$i hodnoty mozného vyvoje rizikovych faktori béhem

jednoho roku. V této fazi neodhadujeme BE;, ale snazime se ziskat data pro kalibraci

regresni funkce, pomoci které nasledn¢ odhadneme BE;. ZdUraznéme, Ze nas zajimaji

mimo jiné pravé extrémni hodnoty rozdéleni BE; (99,5% kvantil). Téchto outer scénarii

generujeme vice nez real world scéndi v Nested Monte Carlo. Generovani outer scénait

v ¢ase t = 1 provedeme ve dvou krocich:

A. Pro kazdy rizikovy faktor X; identifikujeme intervaly hodnot [a;, b;],i =

1 ... m uvazovanych rizikovych faktorti. Musime zajistit, aby kazdy z téchto
intervala byl dostate¢né Siroky a zahrnoval 1 mélo pravdépodobné ptipady,
které mohou nastat. Zaroven tyto intervaly nesmi byt moc Siroké,
pozadujeme pouze relevantni scénate vyvoje rizikovych faktori. Ziskdme

tak vicerozmérny interval hodnot [ay, b ] X...X [a,,, by, ].

B. Poté vytvofime outer scénafe tak, aby byly rovnomérné zastoupeny na

danych intervalech [aq, b1] X...X [a,,, b,,]. Tyto scénafe nejsou stejné jako
real world scénaie v Nested Monte Carlo a jsou pouzity pouze pro kalibraci
regresni funkce. Tyto outer scénafe mizeme vytvotit pomoci ndhodného
vybéru z rovnomérného rozdéleni s danymi intervaly nebo mizeme pouZit

néktery z dalsich zpisobu, jak uvadi Cathcart (2012).

JOA]

Po definici outer scénait, mizeme popsat algoritmus kalibra¢ni ulohy takto:

1.

2.

Generovanim outer scénafti vytvoiime data pro nasledujici kroky. Tyto
outer scénafe by mély pokryvat interval hodnot rizikovych faktorii v ¢ase
t = 1, jak bylo zminéno v bodu A a B vyse. Jejich pocet by mél byt vyrazné
vys$$i nez real-world scénartt v Nested Monte Carlo, jak je ilustrovano na

obrazku 5.2.

Nasledn¢ simulujeme inner scénare rizikovych faktorti v zavislosti na outer

scénafich vytvofenych v pfedchozim kroku. Simulaci inner scénaiti opét
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provedeme az do konce simulovaného obdobi. Tento krok se 1i$i od kroku 2
Vv metodé Nested Monte Carlo tim, Ze inner scénaiti simulujeme pouze malé

mnozstvi, typicky jeden az dva jak mizeme vidét na obrazku 5.2.

CJter scenafe Inner scenahe
=
E -
+= -
=ty
[1s]
h >
v
= >
[m]
=
. .
=
|
\—"Y'_) L A
——
Riz. faktor 1. rok Riz. faktor 2. rak..n. rak

Obrazek 5.2 llustrace Least squares Monte Carlo

3. Odhadneme stfedni hodnotu cash flow pro kazdy outer scénat v zavislosti
na realizaci outer a inner scénaid. Tento krok je opét podobny kroku 3
Z Nested Monte Carlo metody, ale vysledkem jsou jednotlivé velmi
neptesné jednotlivé odhady cash flow vt =1 zvlast pro kazdy outer
scénaf. Nepfesné proto, Ze inner scéndill pouzivame pouze malé mnozstvi
pro kazdy outer scénaf. Tyto nepfesné realizace cash flow mizeme vidét na
obrazku 5.3. Na tyto nepiesné hodnoty cash flow bychom také mohli
nahliZzet jako na jednotlivé nepfesné realizace BE; V zdvislosti na outer
scénafich.

4. Vtomto kroku pouzijeme regresni funkci pro kvantifikovani vztahu mezi
outer scénaii z kroku 1 a nepfesnymi realizacemi cash flow z kroku 3.
Pomoci regresni funkce se tak snazime ,,opravit“ nepfesné jednotlivé
odhady z kroku 3 a nalézt funk¢éni vztah mezi témito nepifesnymi odhady a
rizikovymi faktory. Jinymi slovy, v kroku 2 si mizeme dovolit simulovat
maly pocet inner scénail, protoze se nahodné chyby, vzniklé malym poctem
pozorovani pro dany outer scénaf, kompenzuji mezi jednotlivymi outer

scénafi (obrazek 5.3). V radmci tohoto kroku také oveéfime vyznamnost
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jednotlivych rizikovych faktori v regresni funkci a vybereme funkci, ktera

nejlépe aproximuje BE;. Vysledna funkce by mohla vypadat takto:

BE, = By + B1X1 + B2Xo + P3Xs + €. (5.1)

Dosazovanim za X; bychom dostali odhad podminéné stfedni hodnoty BE;.

@
Neptesné odhady

- L

= e’ cash flow

=

iE

[

=z

=

=

Outer scénafe
Obrazek 5.3 Regrese v LSMC

5. Vyslednou funkci z ptedchoziho kroku musime validovat, zda opravdu
poskytuje spravnou aproximaci nejlepSiho odhadu. Validaci bychom
provedli nasimulovanim nebo zvolenim jedné hodnoty (valida¢niho
scénaie) pro kazdy rizikovy faktor. Nasledné bychom tyto zvolené hodnoty
rizikovych faktorii pouzili jako vstupni hodnoty pro simulaci mnoha inner
scénaii. Nakonec bychom spocetli vysledek validaéniho scénafe a
porovnali s vysledkem z rovnice (5.1), do které dosadime zvolené hodnoty
rizikovych faktort. Do jisté miry se tak validace podoba Nested Monte
Carlo s tim rozdilem, Ze pouzivame pouze jeden jednolety (outer/real world)
valida¢ni scénaf. Nedostaneme nikdy naprosto shodny vysledek, proto sami
musime posoudit, jestli zda lze regresni funkci pouZit pro aproximaci
rozdéleni BE;. Tento postup obvykle pouzijeme né€kolikrat pro validovani

jedné funkce, vzdy sriznymi hodnotami validacnich scénait. Pokud
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validace prokaze Spatnou specifikaci regresni funkce, vratime se podle

potieby k nékterému z predchozich krok a postup opakujeme.

Odhad BE,

Ve druhé¢ ¢asti algoritmu LSMC simulujeme rozdéleni samotnéhoBE; nasledovné:

1.

2.

Nasimulujeme vyvoj real world scénaii uplné stejné jako v kroku 1 metody
Nested Monte Carlo stim rozdilem, Zze si miZzeme dovolit pouzit ve&tsi
mnozstvi scénafil, protoze jsme zredukovali simulaci mnoha inner scénati

na pouziti regresni funkce.

Vysledna funkce po validaci z kroku 4 kalibracni ulohy je pouzita pro
aproximaci nejlepSiho odhadu za pomoci dostate¢ného poctu real world
scénait rizikovych faktori, které slouzi jako vstup do odhadnuté funkce.
Vystupem pro dalsi vypocty je odhad distribuce BE; V zavislosti na

simulovaném vyvoji béhem 1 roku vyjadieného pomoci real world scénari.

Hlavnimi vyhodami metody LSMC jsou:

Moznost pouzit celkové mensi pocet simulovanych scénaiti oproti Nested

Monte Carlo (n¢kolik desitek az stovek tisic, oproti milionim scénatt

v Nested Monte Carlo). Tato vlastnost vede ke snizeni Casové naro¢nosti.

Vybér outer scénait je provadén metodicky na Sirokém intervalu moznych
hodnot, coz snizuje pravdépodobnost opomenuti odlehlych pozorovani jako

Vv ptipad¢ pouziti real world scéndii v metodé Nested Monte Carlo.

Vytvoteni regresni funkce Izekompletné automatizovat, napiiklad na
zaklad¢€ informacnich kritérii (Akaikeho informacni kritérium, Bayesovskeé

informacni kritérium, atd.).

Pouziti odhadnuté regresni funkce k aproximaci nejlepsiho odhadu za

pomoci real world scénéiti je jednoduché a velmi rychlé.

LSMC umozituje pouziti velkého poctu real world scénafti v odhadnuté
regresni funkci. To je vyhodné pro sniZeni vybérové chyby zejména na

chvostech rozdéleni real world scénaru.
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5.3

Curve fitting

Dalsi z metod vyuzivanych pti aproximaci BE; je metoda curve fitting. V LSMC

pristupu uvazujeme mnoho nepiesnych scénaii vyvoje nejlepsiho odhadu a pomoci regrese

se tak snazime snizit vybérovou chybu. Oproti tomu, v metodé Curve fitting generujeme

nékolik malo outer scénarti, ale mnoho inner scénatii, od kterych pozadujeme co nejvétsi

presnost. Jak tvrdi (Horig, Murray, Phelan, Lietschkis, 2013), tato metoda stoji na pomezi

Nested Monte Carlo a LSMC. Metoda Curve fitting a jeji implementace ma stejné jako
LMSC také dvé ¢asti.

Kalibracé¢ni iloha

1.

Vytvofeni moznych outer scénafit vyvoje rizikovych faktorGi na daném
casovém horizontu. Scénafe volime budto expertné¢ nebo stejné jako

v LSMC, pouze s mnohem mensim poctem téchto scénafi.

Simulujeme inner scénare rizikovych faktorti v zavislosti na outer scénaiich
z kroku 1. Simulaci inner scénait provedeme az do konce simulovaného
obdobi. Pro kazdy outer scénaf musime pouzit dostatecné mnozstvi inner

scénarti abychom ziskali co nejpiesnéjsi vysledek pro kazdy outer scénar.

Odhadneme stfedni hodnotu cash flow pro kazdy outer scénatr v zavislosti

na realizaci outer a inner scénaru.

Pouzijeme regresni funkci (typicky polynomy) pro nejlepsi odhad. Odhad
funkce samotné vyZzaduje znalost struktury dané¢ho polynomu a nejlepSiho
odhadu.

Validaci odhadnuté regresni funkce bychom provedli simulaci velkého
poctu inner scénait pro néjaky out-of-sample outer scénaf a porovnanim

vysledku s odhadem pochazejicim z regresni funkce z piedeslého bodu.

Odhad BE,

Druhé ¢ast implementace je stejna jako v ptipadé LSMC, proto zde neni uvedena.

Hlavni rozdily oproti LSMC jsou:

Kalkulace nejlepsiho odhadu pfi aplikovani metody Curve fitting se muze
ztizit kvali tomu, Ze pottebujeme odhadnout slozitou regresni funkci

s mnoha interakcemi mezi rizikovymi faktory vstupujicimi do modelu. Cim
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vice mame rizikovych faktorti, tim vice valida¢nich scénafi musime

nasimulovat, abychom ov¢fili spravnost regresni funkce.

e Pouziti Curve fitting vyzaduje hlubokou znalost efektl, které¢ jednotlivé
rizikové faktory zptisobuji. Zahrnout také musime jednotlivé interakce mezi
rizikovymi faktory. Pouziti nesprdvné funkce totiz muze vést k chybam
v urcitych ¢astech regresni funkce, kdy nebude dostate¢né dobte vystihovat

nejlepsi odhad.

e Protoze v Curve fitting vybirdme pouze né€kolik outer scénditi a naopak se
snazime co nejpresnéji modelovat inner scénaie, kvalita vysledné funkce je
velmi zavisla na zvolenych outer scénafich. Protoze pouzivame velky pocet
inner scénardi, pocet outer scéndill je limitovany z divodu zachovani
pfijatelné vypocetni narocnosti.

e Validace vysledné funkce je naro¢na a vyzaduje velky pocet validacnich

scénaiti pro ovétreni spravnosti regresniho modelu.

Na obrazku 5.4 mizeme vidét ilustraci metody Curve fitting. Je zietelné, ze ve
spodni c¢asti odhadnuta funkce dobie nevystihuje nejlepsi odhad, pravé kvili Spatné
zvolenym outer scénafiim. Prave tato neschopnost metody Curve fitting zachytit mozné, na
prvni pohled skryté vlastnosti funkce je jeji hlavni nevyhodou. Dal§i moznou nevyhodou je
nutnost vysoké odbornosti experta a jeho znalost dané¢ho portfolia pro spravny odhad

funkce nejlepsiho odhadu.
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Obrazek 5.4 llustrace metody Curve fitting

Zdroj:http://www.theactuary.com/features/2014/04/erm-proxy-models/

Jak tvrdi (Horig, Murray, Phelan, Lietschkis, 2013) v praktickém pouziti se da
ukazat, ze LSMC a Curve fitting metody mohou za jistych podminek poskytovat velmi
podobné vysledky. Navic v praxi miizeme pouzivat kombinaci téchto dvou metod:pro
jednu mnozinu rizikovych faktorti pouzit LSMC, pro jinou mnozinu Curve fitting a
vysledky zkombinovat dohromady. Tento postup mé vSak své limity, naptiklad pokud
existuji interakce mezi zminénymi dvéma skupinami rizikovych faktorii, tento postup

selZe, protoZe je neni schopen zachytit.

5.4 Replicating portfolios

Posledni z metod pouzivanych pro aproximaci nejlepSiho odhadu, ktera bude
predstavena, je Replicating portfolios. Tato metoda byla jedna z prvnich, kterou pojistovny

zaCaly vyuZivat pro ocenovani svych zavazkid. Jak se pojistné produkty stavaly

vvvvvv
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Zakladni mySlenkou této metody je nahrazeni slozitého vypoctu zadvazku pomoci
nahradniho portfolia sloZzeného =z trznich instrumentti, jejichz trzni hodnota dobie
replikuje/kopiruje zmény v hodnoté zavazkti pojistovny (Horig, Murray, Phelan,
Lietschkis, 2013). Ocenovani trznich instrumenti muze byt v nékterych piipadech

jednodussi, nez vyhodnocovat slozitou funkci zdvazku pomoci Nested simulaci.
Obecny postup aplikace Replicating portfolios by se dal shrnout takto:
1. Vybrat vhodna trzni aktiva pro aproximaci nejlepsiho odhadu.
2. Simulovani riznych scénaii vyvoje nejlepsiho odhadu v cash flow modelu.

3. Pritazeni vahy jednotlivym aktivim, které replikuji cash flow modelu
v predeslém kroku, tzn. sloZeni takového portfolia z trznich aktiv, které

odpovida chovani cash flow modelu.

4. Dale postupujeme Vv zavislosti na tom, jakou techniku aproximace
nejlepsiho odhadu zvolime. Mizeme pouzit nékterou z technik uvedenych

v predeslych kapitolach.

Replicating portfolio mize byt velmi uzite¢na technika pro oblast zkoumani trznich
rizik, proto naléza uplatnéni naptiklad v ALM (Asset and Liability Management). Naopak
obtizné pouzitelna je tato metoda v pripad¢ aplikace na netrzni rizika. Trzni instrument
nemusi byt na dana rizika dostatecné citlivy. Sestavit dobry model metodou Replicating
portfolio mize byt velmi naro¢né, coz zavisi na slozitosti funkce zavazki, dostupnosti

vhodnych trznich instrumenti, jejich likvidité a transparentnosti v jejich oceniovani.

Tato metoda se dle mého nazoru neda pouzit k simulaci BE; Vramci anuit
Z nezivotniho pojisténi z divodu neexistence trznich instrumentl pro sestaveni vhodného

portfolia, ale pro kompletnost je zde uvedena.

6. Priklad vyuziti LSMC na opcich

Pro lepsi pochopeni aplikace LSMC na anuitach je v této ¢asti pfiblizen koncept
LSMC na americkych opcich. Navic literatura tykajici se ocenovani opci touto metodou je
vice rozpracovana a muze tak nabidnout n&kterd feSeni vyuzitelnd pii simulaci BEj.
V prvnich ¢astech bude popsana nezbytna teorie tykajici se opci a nasledné v piikladu bude

ocenéna cena americké put opce.
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V puvodnim ¢lanku (Longstaff, Schwartz, 2001) navrhli autofi novy zpusob
aproximace ceny americkych opci za pomoci simulaci. Tento piistup se hodi na problémy
spojené s ocenovanim opci, kvuli path-dependent vlastnosti kontraktt. V path-dependent
kontraktech cena zavisi na celé historii vyvoje podkladového aktiva (napiiklad asijska
opce, kde cena této opce je urcena priimérnou cenou podkladového aktiva za urcité casové
obdobi pied datem splatnosti opce). Existuje nékolik metod, jak aproximovat cenupath-
dependent kontraktti. V této kapitole bude pro ocenéni americkych opci aplikovana metoda
Least squares Monte Carlo (LSMC), ktera se stala velmi pouzivanou a dockala se aplikaci
na rizné druhy problémi (Gamba,2013) nebo (Cathcart, 2012).

6.1 Déleni opci a zakladni vlastnosti

Opce jsou druhem finan¢nich derivatl, ktery dava majiteli pravo (ne povinnost)
koupit nebo prodat ptislusné podkladové aktivum za piedem dohodnutou cenu (realizaéni

cena) v piedem stanoveny cas (kdykoliv nebo v dobé expirace).

Opce se daji rozdélit podle nékolika kritérii. Existuji opce kupni (call) a prodejni
(put). Dulezité déleni je dle zpisobu uplatnéni, kdy americkou opci mizeme realizovat
kdykoliv, oproti evropské opci, kterou mizeme realizovat jen v pfedem dany okamzik.
Existuji také zvlastni typy opci, které se vztahuji k nestandardnim podkladovym aktiviim,
ktera jsou tvotena z vice podkladovych aktiv (naptiklad duhové opce), lisici se zptisobem

vypoctu spotové ceny (asijské opce) atd. Obecné jsou zvlastni opce derivaty se slozitéjsi

strukturou a plnénim a zpravidla jsou odvozené od nékterych standardnich opci.

Uvazujme jednoduchy piiklad call opce s realizacni cenou 100 a opcni prémii 5.
Vyplatni funkce kupujiciho (long) a prodavajiciho (short) call opci je zobrazena na
Obrazek 6.1. Zisk prodavajiciho call opci plyne z opcni prémie, kdezto zisk kupujiciho call
opci plyne z rozdilu mezi spotovou a realiza¢ni cenou po ode¢teni opéni prémie, kterou

plati prodavajicimu.
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Obrazek 6.1 Vyplatni funkce call opce

Podobny graf ziskové funkce bychom dostali pro put opci, pokud bychom jej
prevratili okolo osy, kterou tvofi realizacni cena. Vlastnosti opci je, ze se jedna o kontrakt,
kde zisk jednoho subjektu je zaroven ztradtou subjektu druhého, coz lze také odvodit

Z obrazku 6.1.

Ziskovou funkcih pro call a put opci dobé¢ realizace lze zapsat takto:

hcall (S) = maX(S - K, O) (61)

hpye (S) = max(K — §,0), (6.2)

kde Sznaci spotovou cenu podkladového aktiva, K zna¢i realizacni cenu stanovenou
v kontraktu. Dulezitym predpokladem pro ocenovani opci je, ze podkladové aktivum
nevyplaci dividendu. V dalSich ¢astech proto budeme uvazovat pouze opce na akcie, které
dividendu nevyplaceji.

V praxi se velmi Casto objevuje vyraz, ze dand opce je takzvané ,,v penézich® ,,na

penézich* nebo ,,mimo penize“9

. Pokud je ziskova funkce kladnd, fikdme, Ze je dana opce
v penézich. Pokud S = K, fikame, Ze dana opce je na penézich. Ve stavu mimo penize se
nachazeji ty opce, které se nevyplati realizovat, protoze uplatnénim takové opce bychom
utrpéli ztratu. V praxi tak mizeme vlastnit call opci, kde spotovd cena podkladového

aktiva je hluboko pod realiza¢ni cenou, takova opce je mimo penize.

°z anglickych vyrazi ,,in-the-money*, ,,at-the-money* a ,,out-of-money*
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6.1 Ocenovani evropskych opci

Jak bylo feceno v uvodu kapitoly 6, evropské opce maji pevny termin realizace.
Diky této vlastnosti bylo mozné odvodit jejich teoretickou cenu analyticky. Black-
Scholestiv vzorec, pojmenovany po svych autorech (Hull, 2012) se zacal pouzivat jako
jeden z prvnich modeld. Zakladem je piedpoklad, ze cenu podkladového aktiva S, lze
simulovat pomoci geometrického Brownova pohybu, ktery se fidi nasledujici stochastickou

diferencialni rovnici:
dS; = uS.dt + oS, dW,, (6.3)

kde W, zna¢i Wienerav proces popsany v kapitole 4.0 oznacuje volatilitu a p znaci drift,

kdy oba parametry jsou konstanty. Resenim rovnice (12) je:

g sl

)
kde Z, je nahodna veli¢ina normovaného normalniho rozdé€leni, a t znaci velikost kroku.

Pro evropskou call opci ma Black-scholestiv vzorec tvar:
C = So(dy) — ke §(dy — ovT), (6.5)
kde ¢ je distribuéni funkce normalniho rozdéleni a

ln%+ (r+02—2)T.

d. = (6.6)
1 T
Pro put opci ma Black-Scholestiv vzorec tvar:
P =Ke " ¢(—d; + oVT) — Syp(—dy). (6.7)

Jak je vidét zrovnic (6.5)a (6.6), Black-Scholesiv vzorec ma celkem pét

proménnych, které urcuji cenu opce. Jsou to:
e K — realiza¢ni cena
e Sy—spotovacenavcaset =0
e o — volatilita, smérodatna odchylka vynost podkladového aktiva

e T —Cas
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e 1 — bezrizikova urokova mira

Cena evropské call a put opce musi byt zdjemné V rovnovaze, jinak by bylo velmi
snadné provadét arbitraz. Tato vlastnost se nazyva put-call parita a jeji odvozeni je velmi
snadné. Uvazujme portfolio sloZzené z call opce znacené jako C a put opce znacené jako P
se stejnymi parametry, kterymi jsou doba do expirace, podkladové aktivum a realizacni

cena.

C—P=max(S—K,0) —max(K—-5,0)=S—-K

C+K=P+S

V Case t = 0 za predpokladu neexistence arbitraze a pii zohlednéni casové hodnoty

penéz dostavame z vySe uvedené rovnice:
C+Ke ™ =P+5,. (6.8)

At cena podkladového aktiva S; roste nebo klesa, ob& strany rovnice (6.8) se
navzajem vyvazuji. Na kazdou stranu rovnice (6.8) Ize pohlizet jako na dv¢€ rizna portfolia.
Levou stranu bychom mohli vyjadfit jako dluhopis s cenou K a call opci. Na pravé strané
mame akcii a prémii za put opci. Pfi vzniku nerovnovahy mezi stranami rovnice (6.8)

bychom uplatnili arbitraz a nakupovali levnéjsi portfolio a prodavali drazsi.

6.2 Ocenovani americkych opci

Diky pevné stanovenému terminu realizace v piipad¢ evropské opce je jeji ocenéni
snazsi, nez v piipad¢ opce americké. Pokud drzime americkou opci, miizeme ji uplatnit
okamzité a necekat do jeji maturity. Pro maximalizaci zisku tak v kazdém okamziku drzeni
opce porovnavame aktualni vyplatni funkci s budouci hodnotou opce, pokud bychom ji
ihned nerealizovali. Hlavnim tkolem pii ocefiovani americkych opci je odhadnout budouci
hodnotu z jejich drzeni. Vzhledem k tomu, ze nelze simulovat cenu podkladového aktiva
Ve spojitém cCase, nahlizi se na americké opce jako na bermudské opce. Bermudské opce
stoji na pomezi mezi evropskymi a americkymi opcemi vtom smyslu, Ze je mizeme
uplatnit pouze v ptedem danych ¢asovych okamzicich. Pokud americkou opci mizeme
uplatnit kdykoliv v ¢ase t vobdobi 0 <t < T, tak bermuda opci mizeme uplatnit pouze

V jednotlivych ¢asovych okamzicich 0 <t; <t, < - <ty, kde d je pocet Casovych
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okamzikd, ve kterych muzeme bermudskou opci uplatnit. Americkému typu opci se
muzeme priblizit tim, Ze zvolime dostatecné velké d. Lze ukazat, ze americka call opce je
ekvivalentni evropské call opci, naptiklad Hull (2012), a nema smysl ji realizovat pted

exspiraci. V dalsi kapitole ukdzeme na piikladu ocenéni americké (bermudské) put opce.

6.2.1 Priklad ocenéni americké put opce

Jak popisuji (Longstaff and Schwartz, 2001), nejlepsi je LSMC popsat na
jednoduchém numerickém ptikladu. Uvazujme americkou put opci na akcii, které
nevyplaci dividendu. Put opce ma realiza¢ni cenu K = 1.1 a mizeme ji realizovat v ¢asech
1,2,3, kde 3 je datum expirace dané opce. Bezrizikova trokova mira r je 6%. Pro
jednoduchost uvazujme pouze 8 moznych scénait vyvoje spotové ceny podkladové akcie

simulované pomoci geometrického Brownova pohybu.

Tabulka 1: Vyvoj ceny podkladové akcie

Scénar | t=0 t=1 t=2 t=3

1 1,0 1,09 1,08 1,34
1,0 1,16 1,26 1,54
1,0 1,22 1,07 1,03
1,0 0,93 0,97 0,92
1,0 1,11 1,56 1,52
1,0 0,76 0,77 0,90
1,0 0,92 0,84 1,01
1,0 0,88 1,22 1,34

[ee} BaNN o2} 2N BE-N NOVY N S

Cilem této ulohy je nalézt vhodny okamzik pro uplatnéni opce tak, abychom
realizovali maximalni zisk a to pro kazdy scénat. Vzhledem k tomu, ze algoritmus vypoctu
postupuje rekurzivng, bude potieba nékolik mezikrokt. Pokud bychom opci nerealizovali
pred jeji exspiraci v Case t = 3 a drzeli ji az do konce Zivotnosti, cash flow plynouci
z optimalni realizace opce (realizovali bychom pouze ty opce, které jsou v penézich) v Case
t = 3 by pfineslo zisk, ktery mizeme vidét v tabulce 2. Uplné stejné cash flow bychom

ziskali, pokud bychom drZeli evropskou put opci do jeji splatnosti.
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Tabulka 2: Cash flow v éase t = 3

Scéndf | t=1 | t=2 | t=3
1 - - 0
2 - - 0
3 - ~| o007
4 - - o018
5 - - 0
6 - ~| 020
7 - - 009
8 - - 0

Dalsim krokem je rozhodnuti o realizaci opce v ¢ase t = 2 pokud je zrovna opce
v penézich.Drzitel opce se tak musi rozhodnout, zda opci realizuje nebo jestli se vyplati
opci drzet dale az do ¢asu t = 3, kdy opce exspiruje.Pokud v penézich neni, opci drzime
dale, protoze tim nic neztratime. Z tabulky 1 je patrné, ze pouze pét scénarii je v Case
t = 2 vpenézich. Cenu akcie v Case t = 2 oznacime jako X a diskontované cash flow
v ¢ase t = 3, za podminky, ze opce nebyla realizovana v ¢ase t = 2 ozname jako Y.
Pouzivame pouze scénate, kde opce v Case t = 2 je V penézich. Jak tvrdi (Longstaff and
Schwartz, 2001), tento zplsob 1épe zachyti odhad podminéné stfedni hodnoty v regresni
funkei, protoze odhad provadime pouze tam, kde je relevantni. Vektory Ya X jsou

zobrazeny v tabulce 3. Pro diskontovani pouzivame spojité tiro¢eni.

Tabulka 3: Regrese v ¢ase t = 2

Scénar Y X
1 0x%0,94176 1,08
2 - -
3 0,07x0,94176 1,07
4 0,18x0,94176 0,97
5 - -
6 0,2x0,94176 0,77
7 0,09x0,94176 0,84
8 - -

Nasledn¢ odhadneme regresni funkci, kdy vystupem je ocekdvané cashflow
z dalsiho drzeni opce v zavislosti na cené podkladové akcie v ¢ase t = 2. Odhadneme

jednoduchou regresni funkci ve tvaru Y = B, + ;X + S, X?. Tato jednoducha regresni
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funkce bude pro ndzornost stacit, dal$i typy regresnich funkci popisuji Longstaff a
Schwartz ve svém plivodnim ¢lanku (Longstaff and Schwartz, 2001). Vysledna regresni
funkce bude vypadat takto: E[Y]|X]= —1,0699 + 2,9834X — 1.8136X2. Nyni
porovname hodnotu cashflow v case t = 2 pii okamzité realizaci opce s ofekavanou
hodnotou opce v ¢ase t = 3, ziskanou pomoci regresni funkce. Porovnani mizeme vidét
Vv tabulce 4, kde vlevo mame cash flow z uplatnéni opce v ¢ase t = 2 a vpravo vidime

o¢ekavané cash flow z dalsiho drzeni opce.

Tabulka 4: Optimalni rozhodnuti v ¢ase t = 2

Uplatnéni Cash flow
Scénar
opcevt=2 |opcezt=3

1 0,02 0,0369
2 - -
3 0,03 0,0461
4 0,13 0,1176
5 - -
6 0,33 0,1520
7 0,26 0,1565
8 - -

Hodnota cash flow v ¢ase t = 2 je odvozena z vyplatni funkce put opce v dlouhé
pozici a to jako 1,1 (realizacni cena) — X (spotova cena) pro ty scénaie, kde je opce
Vv penézich. Tuto hodnotu porovnavame s ocekavanou hodnotou plynouci z dalsiho drzeni
opce do t = 3. Toto porovnani ukazuje, ze je vyhodné realizovat opci v Case t = 2 pro
scénafe 4, 6 a 7. Naopak pro scénafe 1 a 3 se jevi jako vyhodné&jsi pockat s realizaci opce
do ¢asu t = 3 kvuli vy$§imu ocekavanému cash flow, nez bychom ziskali z uplatnéni opce

vt = 2.V tabulce 5 vidime cash flow z opce za podminky, Ze ji neuplatnime pied t = 2.
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Tabulka 5: Cah-flow v ¢ase t = 2

Scénaf | t=1 | t=2 | t=3
1 -- 0 0
2 - 0 0
3 - of 0,07
4 - 013 0
5 -- 0 0
6 - 033 0
7 ~| o026 0
8 -- 0 0

Je ziejmé, Ze pokud opci uplatnime v ¢ase t = 2, tak v ¢ase t = 3 bude cash flow

nulové, protoze opci jiz nedrzime.

Dalsim krokem je rozhodnuti, jestli opci realizovat jesté diive a to v ¢ase t = 1.
V Tabulce 1 s vyvojem ceny podkladové akcie vidime, ze je zde opét nékolik scénait, kdy
je opce vcase t =1 Vpenézich, jsou to scénafe 1, 4, 6, 7, a 8. Pro tyto scénafe opét
nadefinujeme Y jako diskontované cash flow v ¢ase t = 2 za podminky, Ze opce nebyla
realizovana v Case t = 1. Zduraznéme, ze pro definovani Y pouzivame realné cash flow
plynouci z realizace opce v ¢ase t = 2 a ne odhad podminéné stiedni hodnoty ziskané
zregrese Vv predchozim kroku. Jak tvrdi (Longstaff and Schwartz, 2001), pouzitim
diskontovaného odhadu podminéné stfedni hodnoty cash flow muze odhad ceny opce

nadhodnotit.

ProtoZe opci muZzeme realizovat pouze jednou, budouci cash flow lze ziskat z pouze
zt =1 nebo t = 2, ale nikdy ne z obou zaroven, proto pro scénat 1 je v tabulce 6 nulové
cash flow. Opci jsme se totiz v t = 2 rozhodli dale drzet, protoze o¢ekavané cash flow v
t =3 bylo vyssi nez realné cash flow v t = 2.Cash flow ziskané¢ v case t =2 je
diskontovano pouze o jedno obdobi, kdezto cash flow ziskané vc¢ase t =3 je
diskontovano o dvé obdobi. Podobné jako o krok dfive, X prezentuje cenu podkladové

akcie v case t = 1. Vstupni vektory pro odhad regrese vidime v tabulce 6.
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Tabulka 6: Regrese v ¢ase t = 1

Scénar Y X
1 0x0,94176 1,09
2 - -
3 - -
4 0,13x0,94176 0,93
5 -- -
6 0,33x0,94176 0,76
7 0,26%0,94176 0,92
8 0x0,94176 0,88

Ocekavana hodnota cash flow v ¢ase t = 2 za podminky, Ze opci se rozhodneme
nerealizovat vcase t =1 je opét odhadnuta regresni funkci ve stejném tvaru jako
v pfedchozim kroku. Vysledné regresni funkce ma tvar E [Y|X ] = 2,0375 — 3,3354X +
1,356X2. Dosazenim X do regresni funkce ziskime budouci o¢ekavanou hodnotu cash
flow z drzeni opce. V tabulce 7 vidime porovnani budouci podminéné hodnoty cash flow

s cash flow, které bychom ziskali z uplatnéni opce v ¢ase t = 1.

Tabulka 7: Optimalni rozhodnuti v ¢ase t = 1

Uplatnéni Cash flow
Scénar

opcevt=1 |opcezt=2
1 0,01 0,0139
2 - -
3 - -
4 0,17 0,1092
5 - -
6 0,34 0,2866
7 0,18 0,1175
8 0,22 0,1533

Porovnanim hodnot v tabulce 7 dojdeme k zavéru, ze je vyhodné realizovat opci
v Case t = 1 pro scénaie 4, 6, 7 a 8. Pouze pro scénaf 1 je oekavana budouci hodnota cash

flow vétsi nez cash flow z okamzZité realizace v ¢ase t = 1.
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Identifikovali jsme optimalni strategii realizace opce v ¢asech t = 1,2,3 pro kazdy

scénaf. Tuto strategii mizeme vyjadiit nasledujici tabulkou 8:

Tabulka 8: Optimalni strategie p¥i realizaci opce

Scénaf t=1 t=2 t=3

ol ~|o|uv] | w]v] -
P PP OPRFrRr OOOo
O OO0 0O oo oo
O OO0 o0 OoORr oo

S pomoci tabulky 8 nyni mtizeme uréit cash flow plynouci z kazdého scénaie. Cash
flow ur¢ime jednoduse tak, Ze opci realizuje v Case, ve kterém je v tabulce vyse jednicka,
¢imz dostavame cash flow realizované v ramci jednotlivych scénait, jak mizeme vidét

v tabulce 9:

Tabulka 9: Cash flow p¥i realizaci optimalni strategie

Scénar | t=1 t=2 t=3

0
0
0
0,17
0
0,34
0,18
0,22

o O

o
o
N

(oo} oNE lep) Y RN-NS NOLN [N \OR N )
O O O O O o o o
O O O O o

Nyni, kdyz zname cash flow plynouci zrealizace optimalni stragie pro kazdy
scénaf a pro kazdy Cas t, muZeme nyni americkou put opci ocenit. Ocenéni opce bychom
provedli tak, ze kazdé cash flow pro kazdy scénafi diskontujeme vzhledem k jeho ¢asové
vzdalenosti od pocate¢niho bodu t = 0. Ziskame tak vektor hodnot diskontovanych cash
flow v = (0;0;0,585;0,1601; 0;0,3202;0,1695; 0,2072), kde primér z téchto hodnot

muzeme povazovat za odhad ceny americké put opce. Vysledna cena opce je tedy 0,1144,
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coz je piiblizné dvakrat vice, neZ ocenéni evropské opce se stejnymi parametry, kterou
bychom ocenili na 0,0564. Cenu evropské opce bychom ziskali snadno, jako primérné

diskontované cash flow v ¢ase t = 3 z tabulky 2.

Na tomto jednoduchém ptikladu bylo ukdzano, jak funguje oceniovani opci pomoci
Least squares Monte Carlo. Metodu nejmensSich ¢tverci mlzeme pouzit pro regresni
funkci, ktera ndm pomtize identifikovat idedlni strategii, ktera maximalizuje hodnotu opce
v kazdém casovém okamziku pro kazdy scénaf. Jak je patrné z piikladu vyse,
implementace algoritmu neni naro¢nd, protoZze vyuzivame pouze regresni funkci. Jak
popisuji (Longstaff and Schwartz, 2001), pro regresni funkci lze pouzit i ruzné typy
polynomii.

7. Aplikace LSMC na anuity

V predchozi ¢asti prace byla piedstavena teorie modeld a postupti, které budeme
dale vyuzivat. V praktické Casti bude sestaven za danych piedpokladii model pro anuitu a
simulovan BE; pomoci metody Nested Monte Carlo a Least squares Monte Carlo. Diiraz
bude kladen na rGznd nastaveni parametri vstupujicich do modelt, které vedou ke
konzistentnim vysledkim. Dilezitou ¢asti této kapitoly bude také porovnani vypocetni
narocnosti jednotlivych metod pro anuity a porovnani 99,5% kvantilu rozdéleni odhadu
BE;. Pro vlastni simulace je pouzit freeware program R a RStudio. Vyuzivan bude z velké
¢asti vlastni kod a nékteré knihovny s pozadovanymi funkcemi. Kde to bude vhodné, bude

pouzit ptiklad nebo ¢ast kodu pro ilustraci. Kompletni kéd je k nalezeni v piiloze.

7.1 Proménné vstupujici do modelu

V této kapitole budou pfiblizeny vstupni proménné, které ovliviuji vysi BEj.

V prvé fade¢ je tfeba definovat rizikové faktory a poté nalézt jejich vhodné vyjadieni.

7.1.1 Nahodné proménné

V nasem zjednoduSeném piipad¢é anuity budeme uvazovat dva rizikové faktory:
inflaci a zhodnoceni simulované pomoci korelovanych CIR procesi. Dale do modelu
vstupuje revize zdravotniho stavu pacienta, kde doba do nastani revize je modelovdna

exponencialnim rozdélenim a vySe revize je modelovana log-normdlnim rozdélenim.
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Pacientovi tak bude v zavislosti na téchto dvou IID veli¢inach vyplacena pomérna ¢ast

smluvené Castky.

7.1.2 Genera¢ni umrtnostni tabulky

Jako nendhodné proménné dale do modelu vstupuji generac¢ni imrtnostni tabulky.
V kombinaci se simulaci zhorSovani zdravotniho stavu zohlednuji dostatecné riziko
pacientova umrti. Generacni umrtnostni tabulka je charakterizovana tim, ze sleduje
pravdépodobnosti umrti pies vék po jednotlivych kohortdch (generacich). VétSinou si
vysta¢ime s obyCejnymi okamzikovymi umrtnostnimi tabulkami, ale pro ocenéni
umrtnostni tabulky. Konstrukce genera¢nich umrtnostnich tabulek je naro¢néjsi, protoze
V sob¢ zahrnuje riziko zmény v primérné délce zivota v Case. V piipad¢ rent a diichodu je
Z tohoto divodu potieba planovat desitky let dopfedu a nepodcenit pokles imrtnosti a
prodluzovani véku doziti. Na obrazku 7.1 vidime ilustrativni porovnani miry umrtnosti pro
dvé generace muzii narozenych vroce 1940 a vroce 1990. V kazdém veéku je mira

umrtnosti vyss$i pro star$i generaci nez pro mladsi generaci

100,0% -
10,0% —
1,0% -

0,1% -

0,0% rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrororoil

30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 &4 87 90 93 96 99 102

— Generace 1940 = Generace 1990

Obrazek 7.1 Porovnani miry imrtnosti pro dvé generace, muzi

Zdroj: vlastni zpracovani, hodnoty z Vypocetni pomiicky na rezervovani rent od Ceské kancelate

pojistitelt

7.1.3 Nenahodné proménné

Déle budeme ptedpokladat fixni parametry modelii CIR a parametru lambda

definujiciho intenzitu revizi. Dale uvazujeme fixni parametry log-normalniho rozdéleni
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vstupujiciho do modelu, které urcuje relativni vysi plivodni ¢astky K. Zafixovani vSech
parametri nemusi dostatecné odpovidat realité. Naptiklad v krizovych ¢asech mtizeme
sledovat vyss8i nejistotu na trzich a tim padem i vyssi rozptyl nebo rychlost konvergence
k dlouhodobému stavu. Taktéz dlouhodoba uroveni inflace nebo vynosu se muze v Case
meénit, napfiklad v souvislosti se zménou politiky centralni banky. Zavedenim vice
nahodnych proménnych v modelu bychom mohli ziskat realisti¢téjsi obraz skute¢nosti,

ovsem na ukor vypocetni naro¢nosti takového modelu.

7.2 Model anuity

Pro praktickou ¢ast budeme ptredpokladat anuitu pro kryti vydaji na trvalou péci o
poskozeného. Pro vypocet soucasné hodnoty vyplaty pro uhradu zdravotni péce budeme
urocit vyplacenou ¢astku K V jednotlivych letech o inflaci i,. Zaroven se prostfedky
vyhrazené na zavazek budou diskontovat o urok r;. Pfedpokladame, ze vyplata ¢astky na
péci bude probihat s pravdépodobnosti (1 — q;), az do ukonéeni smlouvy. Upravime tedy
vysi zavazku o umrtnost g;. Zaroven je kazdy rok provadéna revize zdravotniho stavu

poskozeného I;. VSe vySe uvedené lze prepsat jako:

1+,
R = Z KI,(1-q,) <§1:3 ) (7.1)

Kde:

® R je celkova diskontovana vyse zavazku, suma soucasné hodnoty vyplat od

veku n do konce platnosti smlouvy w
e K je vySe platby na thradu zdravotni péce poskozenému

e [.znaéi revizi zdravotniho stavu v ase t. Nabyva hodnot mezi (0, + o).
Jedna se o slozeny proces, kdy doba do nastdni zmény zdravotniho stavu je
generovana exponencialnim rozdélenim s parametrem lambda. Pokud se
zdravotni stav poskozeného zméni, je generovana relativni vySe platby
pomoci log-normélniho rozd€leni s parametry Oygze revize @ Huyie revize K
zajisténi kladnych hodnot vyplaty. To znamend, Ze doba do revize jsou IID

veliCiny, stejné tak relativni vyse platby jsou IID veli¢iny

e (1 - g,) je ¢len zohlediujici imrtnost
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e (1+i,)" piedstavuje index vyvoje inflace, platby v budoucnu navySujeme o

inflaci
e (1+7)" tento ¢len diskontuje vysi budoucich plateb o trokovou miru

V modelu pracujeme surokem a inflaci, abychom zachovali realnou hodnotu
vyplaty v ¢ase. Hodnota K je tak ,valorizovdna“ o inflaci. Vice k zohlednéni inflace
vramci anuit u nezivotniho pojisténi k nalezeni v publikaci Zimmermanna (2012).
Zaroven vyhrazené prostfedky na vyplatu anuity jsou investovany do dluhopisti s vynosem

1, proto budouci platby diskontujeme.

7.3 Nested Monte Carlo

Piedpokladame anuitu pro 40let¢ho muze, kde na konci kazdého roku prob&hne
vyplata ¢astky, az do konce platnosti smlouvy. Dalsi vstupni proménné jsou uvedeny

v tabulce 10.

Tabulka 10 Parametry modelu

Binflace 3%
Biirok 4%
Olirok a inflace 0.008
a 0.2
80%
A 25
Hvyge revize 0
Ovyse revize 0.3
K¢ 100 000K ¢
Vék 40let
w 106 let

Parametry modelti CIR (a a o) pro trokovou miru a inflaci jsou stejné, pouze
jejich dlouhodobé pruméry (0) se lisi. Pfedpokladdme, Ze Grokova mira je mirn¢ vyssi nez
inflace. Zarovet, ze tyto dvé veliiny jsou v ¢ase korelovany z 80% (Jonsson and Reslow,
2015).
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Korelaci urokové miry a miry inflace zajistime v modelu CIR (4.8) tak, ze
generujeme korelované nahodné veliCiny ¢;. Korelaci ndhodnych veliin ¢, zajistime

nejjednoduseji pomoci Cholského dekompozice (And¢l, 2005).

5%
]

— Urok
— Inflace

4%
|

UrokiInflace

3%
|

2%
|

Obrazek 7.2 Ptiklad realizace korelovaného CIR modelu pro trok a inflaci

Na obrazku 7.2 vySe vidime korelované hodnoty miry inflace a uroku
generovanych pomoci CIR modelu s parametry z tabulky 10, kde pocate¢ni body miry

inflace a uroku se rovnaji jejich dlouhodobym hodnotam 6.

200%
|

100%
|

Zdravotni stay

0%
|

Obrazek 7.3 Piiklad realizace zmény zdravotniho stavu

Na obrazku 7.3 vidime ptiklad realizace slozeného procesu, kterym je simulovan

zdravotni stav pacienta. Z ptikladu je patrné, ze ptiblizné v 17. roce trvani smlouvy dojde
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po revizi ke zlepSeni zdravotniho stavu a dojde ke snizeni vyplacené ¢astky v daném roce
na pfiblizné¢ 50%. Ve 30. roce dojde opét k revizi zdravotniho stavu a poSkozenému se
zacina vyplacet piiblizné¢ 80% castky v daném roce. Po 47. roce se zdravotni stav opét

zlepsi a po 60. roce trvani smlouvy jeste jednou.

Dale se budeme fidit postupem popsanym v teoretické casti v kapitole 5.1. K tomu,
abychom ziskali rozdéleni odhadu BE;, potfebujeme v ptfipadé¢ Nested Monte Carlo
simulovat stovky az tisice jednoletych real-world scénatt a z kazdého jednoho real-world
scénafe simulovat dalsi stovky az tisice inner scénafi. Celkovy pocet scénafil pro simulaci
tak Cita stovky tisic az miliony simulaci. To by nebyl problém, kdyby ocenéni bylo potteba

jednou za Cas, ale pokud se ma model spoustét Castéji, zacina byt vypocetni ¢as limitujici s

jakymkoliv hardwarem.

Pro piiklad uvazujme 2 000 real-world scénaitt a 5 000 inner scénait, ¢imz
dostavame 10 miliont simulaci nutnych k provedeni. Pokud ndm jedna simulace zabere
0.004 vtetiny, tak vysledek dostaneme piiblizné¢ az za 12 hodin, coz je nepraktické, pokud
piiCteme c¢as na dal§i nutné operace v kodu. V naSem modelovém piikladu anuity
uvazujeme Ctyfi zdroje nejistoty, inflaci, urokovou miru, dobu do nastani zmény
zdravotniho stavu a vysi revize zdravotniho stavu. Z toho dva rizikové faktory, inflaci a
urokovou miru, mizeme ovliviilovat pomoci vstupnich hodnot r(0). Napiiklad v modelech
zivotniho pojisténi bychom mohli uvazovat vice rizikovych faktorti, jako storna smluv,
nahodnou miru Gmrtnosti, vynos aktiv a dal§i. Navic bychom mohli uvazovat ndhodné
parametry jednotlivych modelii, kterymi aproximujeme skute¢nost. Napiiklad bychom
mohli parametr 8 v CIR modelu povazovat za nahodny a vybirat ho z néjakého predem

daného rozdéleni.
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Obrazek 7.4 Piiklad real-world a inner scénaiti pro simulaci troku.

[lustraci konkrétni realizace real-world a inner scénaii pro urokovou miru vidime

na obrazku 7.4. Z jednoho real-world scénafe vt =1 vychazi 5 inner scénatt, které

simulujeme az do w — Vék. Urokova mira pro vSech pét realizaci osciluje okolo svého

dlouhodobého priméru, a i kdyz se na ¢as odchyli, zase se po nékolika krocich vraci

nazpét.

Nyni pfistoupime k samotnym simulacim podle metody Nested Monte Carlo.

Vstupni proménné jsou uvedeny V tabulce 10. Vysledky simulaci BE; jsou uvedeny v

nasledujici tabulce 11.

Tabulka 11 Vysledky simulaci -Nested Monte Carlo

Simulace 1 Simulace 2 Simulace 3 Simulace 4
Podet real-world 50 1000 500 500
scénaru
Pocet inner scénaru 50 500 2000 5000
Pocet simulaci 2500 500 000 1 000 000 2 500 000
Cas vypodtu 6,7 sek 33,5 min 1,08 hod 2,93 hod
Primér odhadu BE; 4512 244 4 507 992 4508 248 4 507 857
o 26 166,05 7 813,313 4 402,389 3 094,324
Spiéatost -0,3952406 0,1483837 0,08299094 -0,1409998
Sikmost 0,01220922 0,1533156 0,01238126 0,007761253
99.5% kvantil 4569 176 4526 621 4518 480 4513670
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Real world scénare inflace a tirokové miry byly simulovany pomoci CIR modeli,
kde jejich pocatecni hodnoty byly stejné jako parametr 6 pro kazdy model. Zacinali jsme
s malym poctem simulaci a postupné navySovali a kombinovali pocet real-world scénafi a
inner scénaid. Z vysledkt simulace 1, 2 a 3 je vidét, Ze se zvySujicim se poctem real-world
scénafti dostavame stale presnéjsi vysledky. Toto je patrné hlavné na snizovani 99.5%
kvantilu rozdéleni odhadu BE;. Vysledky priméru odhadu BE; jsou podobné pro vsechny
simulace s vyjimkou simulace 1. Byla vyzkousena riizna nastaveni modelu a pfiblizné¢ od
celkového poctu 200 000 scénait se prumér odhadu BE; pohybuje okolo hodnoty
4 508 000. Nejlepsi vysledek dostavame pro simulaci 4, kdy primér odhadu BE; je
podobny jako u simulaci 2 a 3, ale rozptyl a 99.5% kvantil je jesté nizsi nez u simulace 3.
Stoji za povSimnuti, Ze simulace 4, u které dostdvame z uk4zanych simulaci nejptesnéjsi

vysledky, trvala témét 3 hodiny.

Co se tyce konvergence, vétSina autord se shoduje (Cathcart and Morrison, 2014)
nebo (Horig; Murray, Phelan; Lietschkis, 2013), ze ¢im vice scénaiti simulujeme, tim
pfesnéjsi vysledek bychom méli ziskat. Pro ovéfeni tohoto predpokladu jsem
zaznamenaval hodnotu nejlepsitho odhadu pro rGzné pocty real world scénafi pfi

zafixovaném poctu inner scénditi na hodnoté 500. Vysledek je mozné vidét na obrazku 7.5.
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Obrazek 7.5 Zavislost nejlepsiho odhadu na poctu real world scénait

S rostoucim pocétem real world scénaii opravdu pramér odhadu BE; konverguje a
okolo poctu 400 scénait se ustaluje okolo hodnoty = 4508 000. Tedy vybér 500 real

world scénaii pro Nested Monte Carlo mize byt povazovan za dostateény.
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Na druhou stranu, jak vidime z vysledkt simulaci v tabulce 11., optimalni pocet
inner scénarii se nepodatilo urcit, protoze pro kazdou simulaci s rostoucim poc¢tem inner
scénaft klesa vybérovy g 1 99,5% kvantil rozdéleni odhadu BE;. Mizeme simulovat jesté

vice inner scénafil s celkovym lepsim vysledkem, ovSem na tkor ¢asové naro€nosti.
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Obrazek 7.6 Rozdéleni vysledku Simulace 4.

Na obrazku 7.6 vidime histogram odhadu BE; ze simulace 4. Jak vyplyva z tabulky
11. a z obrazku 7.6, rozdéleni je mirné pozitivné zeSikmené. VEtSina hodnot je soustfedéna
okolo priméru odhadu BE; a rozptyl je nejmensi ze vSech simulaci z tabulky 11. Tuto
simulaci 4 tak dale vyuzijeme pro porovnani s metodou Least squares Monte Carlo

v kapitole 7.7.

7.4 Metoda AV (Antithetic Variates) pro sniZeni rozptylu
v simulacich MC

Pro samotné simulace v kapitole 7.3 jsem se rozhodl pouzit AV (Antithetic
Variates) metodu pro snizeni rozptylu. Tato metoda je velmi jednoducha a zéaroven
efektivné snizuje rozptyl u simulaci typu Monte Carlo, coz ndm z ¢asti umoznuje snizit
pocet nutnych simulaci nebo pocet simulaci naopak zvysit a dosdhnout tak lepSich
vysledkt pii stejné vypocetni narocnosti. V zakladu jde o to, Ze k jednomu simulovanému
scénaii metodou Monte Carlo vytvofime jeji ptfesny protiklad. Ve vysledku tak celkem
snadno dostaneme dvojnasobny pocet simulaci a navic, vysledné rozd€leni nejlepsiho

odhadu mé mensi rozptyl.
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Predpokladejme, ze mame veli¢inu ¥; a kni vytvofime protikladnou stejné
rozdélenou velic¢inu (—Y;), tyto dvé veli¢iny tedy budou normalné rozdélené IID hodnoty a

chceme odhadnout rozptyl jejich spoleéné o¢ekavané stiedni hodnoty:

h=12 (7.2)
Kde rozptyl ocekavané stiedni hodnoty je:
Y, + (Y 1
Var (%) =3 (Var(¥y) + Var(=Y;) + 2Cov(Yy, (1))
1
=3 (2var(vy) + 2Cov(y;, (-11)))
(7.3)

1 1
= EVaT(Yl) + E COU(Yl, (_Yl))

Jelikoz je veli¢ina (—Y;) protikladna k veli¢iné Y;, jejich kovariance bude zaporna
a tudiz docilime sniZeni vysledného rozptylu odhadu stfedni hodnoty 8. Pokud rozsifime

definici tak, Ze proménna Y bude vektor a i jeho prvky, tak dostaneme:
1 1 1
SVar(Y) +3 Cov(Y;, (-Y)) < SVar(Y), (7.4)

Pomoci této metody tak béhem jednoho generovani hodnot mizeme jednoduse
vytvoftit dal$i tak, ze nenavySime ¢as vypoctu a zaroven docilime snizeni rozptylu. Vice

K této metodé o snizovani rozptylu a dal$ich je Kk nalezeni naptiklad v (Haugh, 2004).

Pro ilustraci zde uvedu dvé simulace podle metody Nested Monte Carlo jednou bez
pouziti AV a jednou s pouzitim metody AV. Obé€ simulace maji stejné vychozi podminky,
jako simulace provadéné v kapitole 7.3. Pocet real world a inner scénait zvolme stejny

jako v simulaci 4a to: 500 real world scénatti a S000 inner scénaia.

Tabulka 12 Porovnani simulaci s a bez AV metody

Simulace bez AV Simulace s AV
Kvantil 99.5% 4526 071 4513670
Smérodatna odchylka 8023,319 3094,324

V tabulce 12 vidime, ze pouziti AV metody skute¢né vede ke konzistentnéj$im
vysledkim. V samotné simulaci vytvoifime AV proménnou naptiklad v CIR (4.8) modelu

tak, ze k vektoru nadhodnych proménnych e} vytvoiime druhy protikladny vektor £ =
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e} (—1) a vytvofime simulaci uroku nebo inflace protilehlou k ptvodni. Tuto tpravu
pouzijeme vSude, kde dochazi ke generovani ndhodnych proménnych. Jedinou vyjimku
tvofi ndhodna proménnd doby do nastdni zmény zdravotniho stavu (revize). Ta byla

ponechéna stejné.

7.5 Vektorizace

Vektorizace kodu je velmi uzitecnd vlastnost, kterd muze Casto pomoci snizit
vypoletni ¢as provadéné operace v R. Zadna mné znama knihovna v R neobsahuje funkce
pro simulaci uroku a inflace v pozadovaném tvaru, které lze pouzit pro nas piiklad, takze
témer cely kod byl napsan svépomoci. Funkce v knihovnach jsou pro zrychleni vypocti
optimalizované a casto se odkazuji na kod zkompilovany v jazyce C,C++ nebo
FORTRAN. Pro béZného uzivatele jsou tyto ¢asti kodu skryty. Ve funkcich jednotlivych

knihoven na n¢ mizeme najit odkazy jako napt.: .Call.

> rchisq

function (n, df, ncp = 0)

{
if (missing(ncp))
.call(c_rchisq, n, df)
else .call(c_rnchisq, n, df, ncp)
3

<bytecode: 0x000000000447cd28>

<environment: namespace:stats>

Dnes je nabidka knihoven pro simulaci CIR modelu celkem Sirokd, napiiklad SDE,
Sim.DiffProc, ESGToolkit, YUIMA, SMFIS5 a dalsi. Bohuzel Zadny nenabizi vicerozmérny
CIR model s korelovanou nahodnou slozkou, ktery budeme pouzivat v modelu anuity.

Tyto balicky zahrnuji pouze takzvané jump-diffusion procesy ve tvaru:
dX) =a(6 — X/)dt + o /x{ aw? + dJ},, (7.5)

kde korelovana nahodna slozka je pouze v ¢asti d]i’ Pro anuitu budeme chtit pouzit

model trokové miry a inflace, kde bude korelovana nahodné slozka dW?

dx} = a(6 — xJ)dt + o\/;{ dw?’. (7.6)
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Pii simulaci Uroku a inflace jsem se nemohl vyhnout for cyklim, které kod
pouze s jednou hodnotou, misto aby pocital s celym vektorem najednou. Vice k vektorizaci

napiiklad v (Iacus, 2008).

Ovsem vektorizovat kod se také nemusi vyplatit. Mlze se stat, Ze se usili
vynalozené na optimalizaci kédu nevrati nazpét a vektorizace mize dokonce vypocetni ¢as

prodlouzit. Na ptikladu bych toto rad ukazal.

Uvazujme model Ornstein-Uhlenbeck (didle OU model), ktery se velmi podoba
naSemu CIR modelu. Je také mean-reverting, ale o trochu jednodussi. Jednorozmérny

diskretizovany OU model miZeme zapsat takto:

Vidime, ze modelu chybi ¢len \/Yt, ktery je obsazen v modelu CIR. OU model tak
muze nabyvat zdpornych hodnot, na rozdil od modelu CIR. OU model budeme v programu
R simulovat pomoci for cyklu a nésledné tento kod piepiseme tak, abychom se vyhnuli
cyklim a program pracoval pouze s vektory. V tabulce 13 vidime vystup z R pro
porovnani kodu s for cyklem a vektorizovanym zapisem. Ve sloupci Uzivatel je vypocetni
¢as CPU vénovany provedeni uZivatelskych instrukeci. Ve sloupci Systém je uvedeny cas
CPU nutny k samotnému vypoctu. Jak je vidét z tabulky 13, vektorizace kodu cely vypocet

zpomalila n€kolikanasobné.

Tabulka 13 Casova naroénost simulace OU modelu

Uzivatel | Systém | Celkem

OuU.for 0.04 0.00 0.05

OU.vec 1.88 0.00 1.90

Bohuzel se mi nepodafilo pfepsat samotny model CIR do vektorizované podoby.
JelikoZz je CIR model slozitéjsi o ¢len \/Yt, muzeme soudit, Zze by vektorizace stejné

nepfinesla Zadné zrychleni samotné simulace, spiSe naopak (Iacus, 2008).

52



7.6  Least squares Monte Carlo

V této kapitole bude simulovano rozdéleni odhadu BE; pomoci metody Least
squares Monte Carlo a porovname ho s rozdélenim odhadu BE; z metody Nested Monte
Carlo. Zéakladni koncept byl popsan v teoretické Casti 5.2. Vstupni parametry zlstavaji

stejné jako u Nested Monte Carlo metody.

7.6.1 Kalibraéni ¢ast

Jak bylo popsano v teoretické Casti, jako pocateéni hodnoty inner scénarii slouzi
takzvané outer scénare. Tyto scénafe nejsou generovany modelem, ale snazime se je
schvalné rozprostfit na co nejveétSim intervalu tak, aby pokryvaly i extrémni piipady, které
mohou nastat. Pfipravujeme si tak data pro odhad regresni funkce v dalsi Casti. Znamena
to, ze v nasem modelovém piikladu budeme generovat outer scénafe pro inflaci pomoci

rovnomérného rozdéleni na intervalu (1%, 80%).
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Obrazek 7.7 Outer scénate Least squares Monte Carlo

Vyse na obrazku 7.7 pro ukazku vidime ptipad z generovani outer scénait.
Generovali jsme 1000 pocatecnich hodnot pro miru inflace a troku, které slouzi jako
vychozi hodnoty pro inner scéndfe. Hodnoty rizikovych faktorti pokryvaji 1 extrémni
hodnoty. S vysokou pravdépodobnosti nenastanou, ale nasim cilem je, mimo jiné, pravé

prozkoumat dopad téchto extrému na vysi horniho 99,5% kvantilu rozdéleni odhadu BE] .

Oproti Least squares Monte Carlo, v Nested Monte Carlo jsou zpo¢atku generovany
real-world scénafe, které slouZi, jako poc¢ate¢ni hodnoty pro inner scénare, pomoci modelu.

Ty tak pokryvaji mnohem mensi interval hodnot. Na obrazku 7.8 si také mizeme vSimnout
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pozitivni korelace mezi mirou inflace a uroku real world scénatti, kterd odpovida

parametru p = 0,8.

3.5%
|

Mira inflace
3.0%
I

2.5%
|

3.5% 4.0% 4 5%

Urokova mira

Obrazek 7.8 Real world scénare Nested Monte Carlo

Metoda Nested Monte Carlo je pomalejsi v konvergenci, kviili malo pozorovani na
chvostech rozdéleni odhadu BE;. Chvosty rozd¢leni a dostatek pozorovani v téchto ¢astech
jsou dtlezité pro spravné stanoveni 99,5% kvantilu. Metoda Nested Monte Carlo tak ani
nemuze poskytovat informaci o chovani zavazkd v oblastech nepokrytych real-world
scénafi.

V modelovém piipadu budeme uvazovat 10 000 outer scénditi a 5 inner scénari.

Celkem tedy 50 000 scénaii. Simulace zabere pouze 1.8 minuty.

Nejlepsi odhad za 1 rok {v mil)
5
|

0% 20% 40% 60% 80%

Urokova mira

Obrazek 7.9 Zavislost uroku a nejlepsiho odhadu za 1 rok
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Podle oc¢ekavani je mezi nejlepsim odhadem za 1 rok pro kazdy scénéi urokové
miry a urokovou mirou v outer scéndii nepiimd umeérnost. Cim vyssi uroceni nasich
ulozenych prostifedkt, tim niz§i ¢astku mizeme ulozit pro budouci vyplaty, coz mizeme

vidét na obrazku 7.9. To samé pouze naopak plati u miry inflace na obrazku 7.10.

MNejlepsi odhad za 1 rok (v mil)
5
|

0% 20% 40% 60% 80%

Mira inflace

Obrazek 7.10 Zavislost miry inflace a odhadu zavazku za 1 rok

Z ptedeslého tak mizeme doptedu usuzovat, jakd znaménka budou mit koeficienty
regrese. Pro tirokovou miru by odhad parametru f3;,,; mél byt zdporny a naopak pro miru

inflace B;,,s by mél byt kladny.

Odhad regresni funkce

Pro odhad funkce, jenz bude dobie aproximovat jednotlivé nepfesné inner scénére,
doporucuji (Longstaff and Schwartz, 2001) pouZit ortogonalni, naptiklad Legendreovy,
polynomy. Dodavaji také, ze funkce se d4 dostatecné dobfe aproximovat prostymi
mocninami proménnych. Pii pouziti oby¢ejnych mocnin vSak muze dochazet ke korelaci
ve vysvétlujicich proménnych, takze vysledky mohou byt ovlivnény multikolinearitou

v datové matici vysvétlujicich proménnych.

Jako vyhodnéjsi se jevi transformace proménnych a pouziti ortogonélnich
polynomu, jak navrhuji (Longstaff and Schwartz, 2001). Dale by bylo moZné pouzit
naptiklad rizné funkce, jako regresni spliny atd. V této praci se omezim pouze na obycejné

a ortogondlni polynomy.
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V ptedchozi ¢asti této kapitoly jsme jako vysledky simulace dostali vektor
S jednotlivymi nepiesnymi odhady zavazku pro rizné kombinace vstupnich outer scénara.
Tyto vstupni outer scénafe nasledné pouzijeme jako vysvétlujici proménné pro regresi.
Jako prvni budeme aproximovat funkci odhadu BE; obyCejnymi polynomy, tj.

jednoduchymi mocninami outer scénaru.

Tabulka 14: Odhad parametri funkce odhadu BEoby¢ejnymi polynomy

Proménna Bodovy odhad | Smér. Odchylka t p-hodnota
Konstanta_lsmc 4504 280 198741226.638| 2.00E-16
int.rate.1Y_Ismc -1 896 699 94 610| -20.048| 2.00E-16
inf.rate.1Y_Ismc 2211413 94697 23.353| 2.00E-16

I(inf.rate.1Y_Ismc * int.rate.1Y_Ismc) -3371 506 2749841 -12.261| 2.00E-16
I(inf.rate.1Y_Ismc *2*int.rate.1Y_lsmc) -1 286 242 235641| -5.458| 4.82E-08
I(inf.rate.1Y_lIsmc *int.rate.1Y_lsmc *2) 2 098 954 236881| 8.861| 2.00E-16

I(inf.rate.1Y_Ismc”2) 1614717 109 622| 14.730| 2.00E-16
[(int.rate.1Y_lsmc”2) 803 700 108 559 7.403| 1.35E-13

Bylo vyzkouSeno mnoho kombinaci mocnin outer scénaft a jejich interakci mezi
sebou. Nakonec jsem zvolil funkci ve tvaru, ve kterém ji vidime v tabulce 14. s vyslednym
upravenym R?=0.6251 a AIC =2 652 679. Znaménko a hodnota konstanty v modelu
Nejsou Vv rozporu s intuici, neni zdporna a v modelu je vyznamna. Také dalsi dva odhady
parametra jsou v souladu s oekdvanim, kdy pfii ristu urokové miry bude klesat mnozstvi
prostfedkil, které v budoucnu pojistovna vyplati. Naopak s rostouci mirou inflace bude
mnozstvi vyplacenych prostfedki v budoucnu rist, protoze o inflaci valorizujeme vysi
vyplaty. Parametry u interakci a mocnin uz se tézko interpretuji, ale vidime, Ze v modelu
maji své misto a jsou statisticky vyznamné. Dale si miizeme vSimnout vys$s$i hodnoty

upraveného koeficientu R,

Jako druhd metoda byla zvolena funkce odhadu BE; pomoci ortogonélnich
polynomt, které jsou popsany naptiklad v (Motl a Zahradnik, 2002) Jejich vyhodou je, zZe
separuji vliv jednotlivych mocnin, tak Ze datovou matici transformuji na ortogonalni bazi.
Jednotlivé vektory datové matice jsou tak na sebe kolmé. Opét bylo vyzkouSeno mnoho
kombinaci a vysledek je uveden v tabulce 15. VSechny parametry jsou opét vyznamné a

model ma i podobnou strukturu, ale koeficienty jsou v porovnani s obycejnymi polynomy
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jiné a nedaji se rozumné interpretovat. Upravené R?=0.6251 a hodnota Akaikeho

informacniho kritéria vysla 2 652 681.

Tabulka 15: Odhad parametri funkce odhadu BE{pomoci ortogonalnich polynomu

Proménna Bodovy odhad | Smér. Odchylka t p-hodnota

(Intercept) 5130 707 87271587.90| 2.00E-16
I(int.rate.1Y_Ismc * inf.rate.1Y_Ismc) -3116 172 138 227| -22.54| 2.00E-16
I(int.rate.1Y_Ismc * inf.rate.1Y_Ismc”2) -1472 874 118 521| -12.43| 2.00E-16
I(int.rate.1Y_Ismc”2 * inf.rate.1Y_Ismc) 2 085 955 118 352| 17.62| 2.00E-16
poly(int.rate.1Y_Ismc, 2)1 -132 009 076 1781227 -74.11] 2.00E-16
poly(int.rate.1Y_lsmc, 2)2 15743 236 1147782| 13.72] 2.00E-16
poly(inf.rate.1Y_Ismc, 2)1 355294 402 1779533[199.66| 2.00E-16
poly(inf.rate.1Y_Ismc, 2)2 35035 686 1147672| 30.53| 2.00E-16

Ob¢ dve regresni funkce odhadnuté pomoci obycejnych polynomt a ortogonalnich

polynomt tak Ize vyuzit dale pro validace vysledki.

Validace vysledku

V této casti budou porovnany vysledky z funkci zptedeslé c¢asti s vysledky
z Nested Monte Carlo simulaci. Validace bude spocivat v porovnani bodového odhadu
funkce a hodnoty odhadu ziskaného upravenou metodou Nested Monte Carlo
s odpovidajicimi proménnymi. Vzdy budeme ménit pouze jeden rizikovy faktor, ostatni
nechame fixni. Napfiklad budeme validovat schopnost regresni funkce zachytit vztah
urokové miry a primér odhadu BE;. Dosadime do regresni funkce hodnotu r; =20% a
porovname s vysledkem z upravené Nested Monte Carlo simulace, kam jsme tuto hodnotu
dosadili jako jeden real-world scénaf. Ostatni parametry jsou drzeny zafixované, jako

Vv ptvodni simulaci popsané v kapitole 7.3Chyba! Nenalezen zdroj odkazii..

Jako prvni si vykreslime zavislost bodového odhadu z funkce s obycejnymi
polynomy a urokové miry v obrazku 7.11. Jak uz bylo feCeno né¢kolikrat, pfi rostouci
urokové mire, klesa 1 soucasnd hodnota prostiedkli vyplacenych v budoucnu, kvili
vys$Simu zaroceni. Dal$im krokem je vykresleni intervalu spolehlivosti regresni funkce,
Vv tomto piipadé 95% kvantil. Sitka pasu okolo bodového odhadu regresni funkce je

smysluplné uzké a vypovida tak o dostatecné kvalité regresni funkce. Poslednim krokem je
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porovnani vysledkti z Nested Monte Carlo simulaci s bodovym odhadem regresni funkce.
Na obrazku 7.11 vidime vysledky vétSiny simulaci Nested Monte Carlo uvniti intervalu
spolehlivosti regresni funkce, coz svédci o spravnosti dosavadniho postupu v metod¢ Least
squares Monte Carlo. Odhadnutou regresni funkci bychom mohli pouzit dale pro simulaci

rozdéleni odhadu BE].
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Obrazek 7.11 Validace, obycejné polynomy a urokova mira

V tabulce 14 a v tabulce 15 je vidét obrovsky rozdil v parametrech u polynomu stejnych
rada, ale jak si mizeme vSimnout na obrazku 7.11 a na obrazku 7.12, vysledky validaci
regrese na zakladé¢ obycejnych polynoml vypadaji témei totozné s vysledky validaci
ortogonalnich polynomi a nevykazuji systematické zkresleni. Obé metody odhadu funkce

odhadu BE; jsou velmi podobné a daji se pouzit pro simulaci odhadu BEj.
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Obrazek 7.12Validace, ortogonalni polynomy a tirokova mira
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Obrazky tykajici se validace pro miru inflace a porovnani funkci obycejnych a
ortogonalnich polynomu jsou uvedeny v piiloze. Vychazeji podobné jako pro tirokovou
miru, kdy odhady z Nested Monte Carlo simulaci leZi v blizkosti regresni funkce, proto je

zde neuvadim.

Validace potvrzuji, ze LSMC poskytuje dostatecné kvalitni odhad funkce odhadu
BE;. Danou metodu a odhad funkce tak mtizeme pouzit pro dalsi analyzy, jako naptiklad
vypocet kvantilu, priméru odhadu BE; nebo ocekavané ztraty béhem jednoho roku. To
bychom provedli generovanim real world scénaiti a jejich pouzitim jako vstupnich hodnot
do odhadnuté funkce. Timto postupem dostaneme rozdéleni odhadu BE;, se zohlednénim
jednoletého vyvoje. Nadto LSMC umoZiuje provadét rizné ekonomické analyzy se

zkouménim vlivu jednotlivych rizikovych faktord.

7.6.2 Simulace BE,

Ve druhé ¢asti LSMC algoritmu vygenerujeme 150 000 real world scénatfa vyvoje
urokové miry a miry inflace pomoci korelovanych CIR procesl se vstupnimi parametry,
jako v ptipadé Nested Monte Carlo. Tyto hodnoty pak vlozime do regresni funkce
odhadnuté pomoci obycejnych polynomi. Pouzijeme radéji jednodussi a sndze
interpretovatelnou funkci, protoze mezi obéma neni téméef zaddny rozdil. Vysledné
rozdéleni po vlozeni real world scéndii vidime na obrazku 7.13. Na prvni pohled je hned
patrné, Zze celé rozdéleni odhadu BE; je vice vyhlazené, nez rozd€leni odhadu BE;
z metody Nested Monte Carlo na obrazku 7.6. Je to z toho divodu, Ze v metodé Least
squares Monte Carlo mame vysledky pro rozd€leni odhadu BE; o 150 000 hodnot
prakticky okamzité, staci je vlozit do regresni funkce. V metodé Nested Monte Carlo jsme
limitovani vypocetnim vykonem, ktery musime vice alokovat na inner scénafe, coZ se
negativné projevi na poctu real world scéndii a celkové rozdéleni odhadu BE;
simulovaného metodou Nested Monte Carlo neni tak vyhlazené. Co se tyCe Casové
naro¢nosti, generovani real world scénafit pro LSMC zabere zlomek ¢asu oproti Nested
Monte Carlo. Celkem 150 000 scénait, navic pouze jednoletych, je vygenerovano béhem
nékolika vtefin, do kterych se vejde i vypocet priméru odhadu BE; pomoci regresni
funkce. VéEtSim problémem se tak stava zvoleni spravné definice real world scénait.
Miuizeme je generovat jednoduSe pomoci CIR procesu tak, jako v této praci nebo se

zapojenim expertniho pohledu. V praxi bychom mohli pro generovani real world scénait
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pouzivaji kopuly pro zachyceni korelaci mezi jednotlivymi rizikovymi faktory nebo

zminéné expertni scénare.
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Obrazek 7.13 Rozdéleni odhadu BE; odhadnutého regresni funkci

Tabulka 16: Vysledek aplikace LSMC

Odhad BE;pomoci LSMC

Pocet real world scénard 150 000
Cas vypoctu 2.53 sek
Primér odhadu BE; 4508525
o 1857.76

Spicatost -0.004297986

Sikmost -2.714698e-05
99.5% kvantil 4513293

V tabulce 16 jsou uvedeny nékteré hodnoty rozdéleni odhadu BE; metodou Least
squares Monte Carlo. Jak bylo zminéno, vygenerovani 150 000 real world scénait
jednoletého vyvoje a vypocet predikci z polynomické regresni funkce mame prakticky
okamzitg.

Smérnice Solvency II tik4, Zze pojistovny, které pouzivaji interni modely, maji
odvozovat SCR rovnou z pravdépodobnostniho rozdéleni, pokud je to mozné (¢lanek

122/2). Coz je, jak vidime, jednim z vystupii Nested Monte Carlo simulace.
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7.7 Porovnani Least squares Monte Carlo a Nested Monte Carlo

Na zavér porovnejme obé rozdéleni odhadu BE; ziskanid jak metodou Nested

Monte Carlo, tak metodou Least squares Monte Carlo v histogramu, obrazek 7.14.
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Obrazek 7.14 Porovnani rozdéleni LSMC a Nested Monte Carlo

Jak je vidét, rozdéleni nejlepsiho odhadu v Nested Monte Carlo mé vyssi rozptyl a
tak 1 99.5% kvantil je vice vzdalen od priméru odhadu BE;. Oproti tomu muzeme
pozorovat symetri¢téjsi rozdéleni odhadu BE; metodou Least squares Monte Carlo, které
ma mensi rozptyl, tudiz vice hodnot je soustifedéno okolo svého priméru, nez v Nested

Monte Carlo.

Ob¢ dvé rozdéleni nejsou stejnd, ale na pohled jsou si podobna. Dale nas zajimaji
kvantily rozdéleni, v tomto ptipadé 99.5% kvantil. Jak vyplyva z obrazku 7.14., kvantil
rozdéleni z Nested Monte Carlo je kviili svému vétSimu rozptylu vice vzdalen od priméru
odhadu BE;. Oproti tomu 99.5% kvantil z Least squares Monte Carlo ma nizs$i hodnotu.
Rozdéleni odhadu BE; z Nested Monte Carlo bychom mohli jesté vice zptesnit a pfibliZit
ho tak rozdéleni z Least squares Monte Carlo, pokud bychom zvySovali pocet
simulovanych scénatli. Je nutné fici, Ze rozdil mezi obéma rozdélenimi i1 kvantily se na
obrazku 7.14 mlze zdat znacny, ale v pfipadé kvantila se jedna o chybu pouze 0.01%, coZ
je jiste¢ dobry vysledek na to, Ze oba kvantily pochazeji z rozdéleni dvou rtiznych metod
odhadu BE;. Stejn¢ tak nejlepsi odhad vykazuje chybu mezi obéma metodami ve vysi
0.016%.
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Pii rozhodovani, kterou metodu zvolit musime vzit v potaz i ¢asovou naro¢nost
vypoctl. V pfipadé simulace BE; metodou Nested Monte Carlo vypocet zabral témét 3
hodiny. Oproti tomu simulace metodou LSMC zabrala ve vysledku par minut vypocetniho
casu. Metoda LSMC vyZaduje vice pozornosti pii odhadu regresni funkce a pfi jeji
validaci, coz skute¢ny ¢as nutny k odhadu BE; prodlouzi, ale jakmile mame vyslednou
regresni funkci k dispozici, je mozné tuto funkci vyuzivat vicekrat pro rizné scénare
vyvoje rizikovych faktord. V pfipad¢ Nested Monte Carlo bychom pii zméné nebo

testovani real world scénait museli simulaci spoustét pokazdé celou znovu.

Na zaklad¢ vysSe uvedené¢ho se pouziti metody LSMC pro simulaci rozdéleni

odhadu BE{, jevi jako vyhodng&;si.

Vysledna hodnota kvantilu ziskand pomoci metody Least squares Monte Carlo by
tak mohla byt pouzita pro stanoveni kapitdlového pozadavku (SCR). Cela regresni funkce

by pak mohla byt pouzita naptiklad k riznym stres testiim a citlivostnim analyzam.
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8. Zavér

Na zacatku prace byl ptedstaven ramec Solvency Il a definovana tloha odhadu
SCR jako horniho 99,5% kvantilu rozdéleni BE; V dalSich ¢astech byly popsany modely
urokovych mér, které jsou stézejni pro praktickou cast. Byl popsan zakladni koncept

simulaci podle metody Nested Monte Carlo a Least squares Monte Carlo.

V praktické ¢asti byl sestaven model, ktery pomoci Nested Monte Carlo simuluje
rozdéleni odhadu BE;. Z vysledkl vyplyva, ze prumér odhadu BE; se stabilizuje jiz od
poctu 500 real world scéndit a poctu 500 inner scéndii. Naopak konvergence odhadu
rozptylu probiha velmi pomalu a je vidét nepfima zavislost na poctu simulaci. Byly
vyzkouseny a na prikladech ukazany dvé metody pro zrychleni simulaci Nested Monte
Carlo, AV metoda a vektorizace. Metoda AV se ukazala jako prosp€sna a prispéla tak ke
konzistentnéjSim odhadim. Diky snizeni rozptylu bylo mozné nasimulovat méné scénaru a
vypocet tak urychlit. Naopak CIR model se nepovedlo vektorizovat, ale na ptikladu
s Ornstein-Uhlenbeck modelem bylo ukazano, Zze vektorizace kodu nemusi vzdy piinést
zrychleni ¢asu vypoctu.

V druhém modelu jsme rozdéleni odhadu BE; simulovali pomoci Least squares

v

Monte Carlo, ktery se ukazal jako mnohem piiznivéjsi, co se tyce doby vypoctu. Model je
automatizaci a volbou regresni funkce a jejich ¢lenli na zadklad€ né€jakého kritéria, napf.:
AIC, R? nebo jejich kombinaci. V ramei této metody byly odhadnuty dvé regresni funkce
pomoci obycejnych polynomt a pomoci ortogonalnich polynomt. Ob¢ dve regresni funkce
se velmi li§i v odhadnutych parametrech, ale vysledky bodového odhadu odhadu BE;
davaji velmi podobné. Pro snadnou a intuitivni interpretaci parametri byla zvolena
jednodussi regresni funkce vyuzivajici obycejné polynomy. V piedposledni ¢asti byly
validovany vysledky ziskané pomoci regrese z Least squares Monte Carlo metody. Bylo
ukazano, ze regresni funkce dobie vystihuje primér odhadu BE; i na vétSim intervalu, nez
ktery s nejvétsi pravdépodobnosti pokryji real world scénare. Vygenerovanim real world
scénait na jednoletém horizontu a jejich vloZzenim do regresni funkce bylo ziskano

rozdéleni odhadu BE; .

Pii porovnani obou metod odhadu bylo dospéno k zavéru, ze obé metody odhadu
BE; davaji velmi podobné vysledky jak praméru odhadu BE;, tak jeho 99.5% kvantilu.

Zaroven je vyhodnéjsi pouzit metodu Least squares Monte Carlo, kvili nizké vypocetni
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naro¢nosti a Sirokému uplatnéni odhadnuté funkce odhadu BE;. Metodu Least squares

Monte Carlo bychom tak mohli vyuzit k vypoctu SCR, jak bylo definovano v kapitole 2.3.

Jako dalsi rozsifeni této prace by bylo mozno podrobnéji prozkoumat stochastické
modely popisujici chovani trokovych sazeb. Slo by predpokladat investici do portfolia
sruznym sloZzenim podkladovych aktiv a modelovat jeho vyvoj. Dalsi potencidl je
v odhadu regresni funkce, kde by bylo mozné vyuZit jiné metody neZ polynomy a mocniny

proménnych. A v neposledni fad¢ by se také vyplatilo pouziti dalsi z technik pro sniZeni

vvvvvv
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