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Abstrakt: Vystavba regresného modelu zahina viacero procedir ako napriklad
identifikacia vzdialenych a vplyvnych pozorovani, transforméacia premennych alebo
vyber vhodnych premennych do modelu. Vac¢sinou sa zavery odvodzuju z odhad-
nutého modelu bez toho, aby sa brali do avahy procediry, ktoré viedli k takémuto
modelu. V tejto praci ukazeme, ze to moze viest k nepresnym zaverom. Zadefinu-
jeme tri procediry pouzivané pri vystavbe regresného modelu a posidime jednot-
livy vplyv tychto procedir na presnost odhadov odmocniny zo strednej Stvorcovej
chyby odhadu regresnej funkcie v urc¢itom bode a odhadu regresného parametru.
Vyuzijeme metodu bootstrap k spresneniu tychto odhadov. Analyzu predvedieme
na viacerych modeloch.
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Abstract: The construction of a regression model consists of many procedures
such as identification of outliers and influential points, transformation of variab-
les or variable selection. Usually the inference is made from estimated regression
model without conditioning to the procedures which made the model. In this work
we will show it can lead to biased inferences. We will define three procedures used
in construction of regression model and we will asses individual influence of these
procedures on the precision of the estimated root of mean square errors of the
estimate of the regression function at certain point and the estimate of the regres-
sion parameter. We will use bootstrap method to more accurately approximate
these estimates. Also we will perform analysis on multiple models.
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Uvod

Linearny regresny model sa sklada zo systematickej casti a z nahodnej casti.
Systematicka cast Specifikuje linearny vyfah medzi vysvetlujicimi a vysvetlova-
nymi premennymi. Nahodna cast je urcend rozdelenim chybovych zloziek, ktoré su
vacsinou nezavislé a rovnako rozdelené nahodné velic¢iny. V pripade, Zze pozname
skutocény model, mézeme priamo postupit k zaverom, ktoré plynu z takéhoto mo-
delu. V praxi vsak viac¢sinou mame k dispozicii iba urcité data, medzi ktorymi sa
snazime najst uspokojivy vztah. Hladanie uspokojivého modelu vac¢sinou zahtna
niekolko fazi, medzi ne napriklad patri identifikacia odlahlych a vplyvnych po-
zorovani, transformécia a vyber premennych do modelu. Spomenuté procedury
st len jedny z mnohych, ktoré sluzia k urceniu findlného modelu. Tieto proce-
diry vseobecne nemaju jednoznacne urceny postup, pretoze na riesenie jedného
problému je mozné pouzit viacero metéd. Castokréat po ziskani findlneho modelu
analytik vyvodzuje zavery bez ohladu na to aké procediry boli pouzité k ziskaniu
tohto modelu. Avsak ako ukazeme, tieto zavery nemusia byt presné prave preto,
ze sme nebrali do tvahy procedury, vdaka ktorym sme nadobudli nas model. Zvy-
cajne tieto tsudky nadsadzuju spolahlivost odhadnutych regresnych koeficientov
a takisto presnost odhadu regresnej funkcie v uréitom bode [10]. V mnohych
odbornych knihach je tento problém zdorazneny. V knihe [3] je spomenuté, ze
ak sme model ziskali pomocou datovej analyzy, Standardny vzorec na vypocet
smerodatnej odchylky odhadu regresnej funkcie v bode moze byt podhodnoteny.

Touto problematikou sa zaoberal Julian J. Faraway vo svojej praci [10], na
ktorej zakladoch stoji tato praca. Naprogramoval procediru, ktord na zaklade
datovej analyzy urcila vysledny regresny model a predviedol ako dokaze metoda
bootstrap zlepsit podhodnotené klasické odhady smerodatnej odchylky odhad-
nutych regresnych koeficientov a odhadnutych regresnych funkcii. Na rozdiel od
préace [10], kde boli aplikované vSetky procedury sliziace k vyberu modelu na kon-
krétne datové sibory, v nasej praci aplikujeme osobitne tri procediry, ktoré sa
casto pouzivaju pri vystavbe linedrného regresného modelu, a posudime do akej
miery je klasicky odhad smerodatnej odchylky podnodnoteny pri pouziti kazdej
z tychto procedur. Faraway v préci [10] ziskal koneény(findlny) model postup-
nym aplikovanim vsetkych zadefinovanych procedir na urcity datovy subor, my
v nasej praci ziskame viacero kone¢nych(findlnych) modelov aplikovanim proce-
dur jednotlivo, teda z jedného datového stiboru ziskame tri rozne finalne modely.
Kazdy z tychto troch modelov vznikol aplikovanim inej procedury. Nésledne po-
uzijeme metodu bootstrap na zlepsenie klasického odhadu smerodatnej odchylky.
Cielom prace je ukézat, ze po aplikovani procedir na vystavbu linearného re-
gresného modelu uz klasické odhady smerodatnej odchylky urcitych odhadov nie
si presné. Zaroven je nasim cielom posudif do akej miery jednotlivé procedury
znizuju presnost odhadnu smerodatnej odchylky odhadu regresnej funkcie v bode



alebo odhadu regresného parametru a ukazat pomocou metédy bootstrap moz-
nost opravy.

V prvej kapitole si priblizime zaklady regresnej analyzy. Definujeme jednodu-
chy regresny model, viacndsobny regresny model, metoédu najmensich Stvorcov
pre obidva pripady a ich vlastnosti. Dalej v nasej praci predstavime datovii ana-
lyzu predchadzajicu vyberu modelu a jednotlivé metédy(procediry) ozna¢ime
ako data analytické funkcie, skratene DAF. V druhej kapitole si priblizime fungo-
vanie metody bootstrap z teoretického aj praktického hladiska. V poslednej tretej
kapitole na simulaciach ukazeme aky dopad maju jednotlivé data analytické fun-
kcie aplikované samostatne na klasicky odhad smerodatnej chyby odhadu(odhadu
regresnej funkcie v bode a odhadu regresného parametru) a ukazeme do akej miery
dokaze bootstrap zlepsit tento odhad.



Kapitola 1

Regresna analyza

Regresna analyza je stihrn statistickych metod na odhadnutie zavislosti me-
dzi jednotlivymi premennymi. Opovedd na otazky aka je zavislost medzi vy-
svetlujicou a jednou alebo viacerymi vysvetlovanymi premennymi. Predpoveda
budiice hodnoty vysvetlovanej premennej, zistuje, ktoré vysvetlujice premenné
su dolezité a odhaduje vplyv zmeny vysvetlujicich premennych na hodnotu vy-
svetlovanych premennych. Regresny model je definovany ako vzfah medzi vy-
svetlovanou veli¢inou Y = (yi,...,y,) a vysvetlujicimi veli¢inami Xj,...,X,, kde
X; = (215,....,xn5) Pre j = 1,...,p, n je pocet pozorovani.

1.1 Jednoduchy regresny model

Pri jednoduchom linedrnom regresnom modeli uvazujeme, ze mame len jednu
vysvetlovant premenntt Y = (yi,y2,...,¥,) nadobudajicu hodnoty y; pre i-té po-
zorovanie a jednu vysvetlujicu premennti X = (x1,...,x,) nadobidajicu hodnoty
x; pre i-té pozorovanie. Uvazujme teda na zaciatku jednoduchy linedrny regresny
model

Y :50+61$i+6i7 pre Z = 17"'7na (11)

kde By a 1 su regresné parametre, 3y je stredna hodnota Y pre X = 0. ; sa
da interpretovat ako zmena strednej hodnoty Y pri zmene X o jednotku. Pred-
pokladame, ze X = (z1,...,z,) je nendhodna spojita kvantitativna vysvetlujice
premenné. Chybovéa zlozka modelu, oznadime ¢, splita takzvant slabi sadu pred-
pokladov. Slaba sada predpokladov zahina:

1. Strednéd hodnota chybovej zlozky je nulova, E(e;) =0, pre ¢ = 1,...,n.
2. Konstantny rozptyl chybovej zlozky, Var(e;) = 0% < oo, pre i = 1,...,n.

3. Nulovt kovarianciu medzi ¢; a €; pre i = 1,....,n,5 = 1,....,n, kde 7 # j. Teda
C(e,ej) =0prei=1,...,n,7=1,..n, kde i # j.

Nech n; je regresna funkcia. V pripade jednoduchého regresného modelu 1.1
je definovana ako

n; = E(y;) = Po + fixi, pre i=1,..n, (1.2)



teda ako strednd hodnota pre vysvetlovanti premennt Y rovnu y;. Oznac¢me bo-
dové odhady By a (5, ako by a b;. Potom

je vyrovnana hodnota pre i-té pozorovanie a

e =Yi— Ui (1.4)
je reziduum i-tého pozorovania. Definujeme dalej E(y.) = E(Y|X = z.) ako
strednt hodnotu odozvy Y pre X rovné z,, kde x, je nova hodnota vysvetlujucej
premennej,

ne = E(y.) = E(Y|X = x.) = By + [12.. (1.5)
Nech 7}, je bodovy odhad regresnej funkcie v bode z, dany ako

Ml = bo + b1 (1.6)

Nech Y = y, je nové pozorovanie prislichajice hodnote X = x,. Plati, Ze

kde predpokladdme, ze E(e,) = 0, Var(e,) = o* a kovariancia C(e,,e;) = 0 pre
t = 1,...,n. Bodovy odhad nového pozorovania je dany ako

Chybu predpovedi(Error) definujeme ako

Yo = Gu = Bo — bo + (81 — b1) 7w + €. (1.9)

1.1.1 Metdda najmensich stvorcov pre jednoduchy model

V tejto sekcii si predstavime metddu najmensich stvorcov. Jedna sa o velmi
rozsireni metodu, ktord odhaduje parametre regresného modelu. Pre jednodu-
chy regresny model 1.1 je by a b; odhad regresnych koeficientov 5y a [y, ktory
minimalizuje vyraz RSSi(fy,51) ako funkciu 5y a 8, kde RSS; je definované ako

RSS1(B0.81) = D (yi — o — Prw)*. (1.10)
i=1
Riesenie problému minimalizacie >, (y; — 8o — f12;)? ziskame parcidlnym derivo-
vanim funkcie RSS; podla 3y a ;. Po kratkych algebraickych operaciach ziskame
bodové odhady regresnych koeficientov

b, = Z?:l(xi - :Z‘)(yz - g)’ (111>

iy (s — 7)?

by = ij — b1, (1.12)

kde = a y je priemer hodnot vysvetlujicej premennej x = %Z?Zl x; a priemer
hodnot vysvetlovanej premennej iy = %Z?:l y;. Hodnotu RSS(bo, by) volame re-
zidudlny sucet stvorcov.



1.2 Viacnasobny linearny regresny model

V nasej praci nas vsak bude zaujimat model s viac ako jednou vysvetlujicou
premennou. V tomto pripade hovorime o viacndsobnom linedrnom regresnom
modeli

Yi = Bo+ Bixi + ... + Brxip + €, pre i=1,..n, (1.13)

kde z;1,...,z;, st hodnoty vysvetlujucich premennych Xj,...,.X,,. Maticovo by sme
mohli vztah 1.13 zaznacit takto

y=XpP+e=1n+e, (1.14)
kde
Y1 1z ..o @y
y= |7, x-= 1 R (1.15)
i 1t o
5o €1
B = 6:1 Ce=|7. (1.16)
By €n

y a € su nahodné vektory, X je regresnda matica a B je vektor regresnych para-
metrov. Strednd hodnota vektoru € je rovna nulovému vektoru 0.

E(e) 0
E(e) 0
E(e) = : =|. (1.17)
Ee)] |0
Kovarianéné matica € je dana ako
C(e) = E((e — E(e))(e — E(e))") = 071, (1.18)

kde 1 je jednotkovd matica a o? je rozptyl chybovej zlozky. Regresna funkcia
n = (N,...,n,) je maticovo dand nasledovne

n=~E(y)=Xp. (1.19)
Vektor vyrovnanych hodndt je dany ako

§=Xb=Hy, (1.20)

kde H je takzvana projekéna matica definovana ako

H=X(X"X)'x" (1.21)



b= (1.22)

je vektor odhadnutych regresnych koeficientov. Prvky projekénej matice h;; st
dané vzorcom

hij = CUZT(.XTX)_IZBJ‘ = .’L‘?(XTX)_IJJZ', (123)

kde x; je (p + 1)-Clenny vektor ktory obsahuje hodnoty i-tého riadku regresnej
matice X.

x; = |Ti2 (1.24)

Néas budu v nasledujtcej sekcii 1.3 zaujimat diagonalne prvky projekénej matice
hi;. Prvky h; sa tiez nazyvaju leverage i-tého pozorovania a meraju ako daleko
je pozorovanie x; od ostatnych bodov. Bod s vysokou hodnotou h;; je zvycajne
vplyvné pozorovanie [9]. Tento poznatok sa nam zide pri identifikdcii odlahlych
a vplyvnych pozorovani.

Vektor rezidui v tomto pripade je urceny ako

e=y—19. (1.25)

Dalej stéle predpokladdme platnost slabej sady predpokladov. Podla [2] defi-
nujeme hodnotu regresnej funkcie 7, v bode x, ako

n = E(y.) = 278, (1.26)
kde
_ 1 -
Tx1
a‘;* frg :L‘*2
_x*k_

& T41,Tx2,---,Lx Predstavuje zvoleni kombindciu hodndt vysvetlujicich premen-
nych. Dalej bodovy odhad regresnej funkcie 7, definujeme pre bod x, ako

fl, = 1 b. (1.27)

Bodovy odhad nového pozorovania zostrojime za rovnakych predpokladov ako u
jednoduchého regresného modelu. Bodovy odhad nového pozorovania pre viac-
rozmerny model je

9. =xb (1.28)



a chyba predpovedi(error)
Yo — U =L (B —b) +e, (1.29)

1.2.1 Metdéda najmensich stvorcov pre viacrozmerny mo-
del

Pre viacrozmerny model 1.13 je odhad b = (bg,b,...,b,) vektoru regresnych
parametrov 8 = (fo,...,0,) taky, ktory minimalizuje vyraz RSS; ako funkciu 3,
kde RSS; je definované ako

n

=(y—XB)" (y—XB)=> (5 —=:B)*. (1.30)

i=1
Parcidlne derivacie vyssie uvedeného vyrazu podla 8 vedie na sistavu normalo-
vych rovnic

XT'Xb=X"y. (1.31)

D4 sa ukdzat, ze tato sustava normélnych rovnic je vzdy konzistentné(to znamena,
7e mé aspoi jedno riesenie). Ak je $tvorcovd matica X X reguldrna, potom m4
inverziu a riesenie normalovych rovnic je prave jedno a to

b= (X"X)"'X"y. (1.32)
Hodnota RSS2(8) je rezidudlny stcet Stvorcov.

1.2.2 Vlastnosti odhadov Metédou NajmensSich Stvorcov

Odhad b, je takzvany linearny odhad, pretoze je linedrnou kombindciou na-
hodnych premennych y;. Mozeme teda pisat

b= DB DW= 0) 5 (1.33)
i=1

i1 (zi — )2

kde

i (T —7)?
Pri platnosti 1. predpokladu zo slabej sady predpokladov, teda pri platnosti
E(e;) = 0 pre @ = 1,...,n, plati, ze odhady ziskané metddou najmensich stvor-
cov(dalej ako MNC) st nevychylené

(1.34)

C; =

E(b) = B, (1.35)

E(by) = fo. (1.36)

Za platnosti 2. a 3. predpokladu zo slabej sady predpokladov rozptyl tyhto od-
hadov je



0.2

Var(b) = ST =) (1.37)
Var(by) = o? <i + M) : (1.38)

Odhadnit 02 v nasom jednoduchom modeli moéZeme pomocou tzv. rezidualného
rozptylu, ktory je definovany ako

2
_ > €

s%(e) S

(1.39)

Odmocnina z rezidualného rozptylu je tzv. rezidudlna smerodatnd odchylka s(e).
V pripade splnenia slabej sady predpokladov a pokial je nds model spravne Spe-
cifikovany sa da ukazat, ze

E(s%*(e)) = o (1.40)

Pre odhady rozptylov odhadov regresnych parametrov plati, ze

s%(by) = 5%(e) 1 + o (1.41)
n iz —2)? ) '
s2(e)
imi (1 — %)
Hodnoty s(by) a s(b;)(odmocniny s%(by) a s?(b1)) nazyvame odhady smerodatnijch
chiyb odhadov regresnych parametrov.
Pre odhady MNC plati pre viacrozmerny model

s*(by) = (1.42)

E(b) = B. (1.43)
Odhad vektoru regresnych parametrov je nevychylenym odhadom. Dalej méame

Var(b) = o* (X7X) ", (1.44)

kde Var(b) je kovarianénd matica, ktord ma na diagonéle rozptyly jednotlivych
bo,b1,...,bp. Odhad kovarian¢nej matice potom mozeme zapisat ako

— -1
Var(b) = s*(e) (XTX) . (1.45)
Odhad smerodatnej odchylky pre parameter b; je j+1-vy diagondlny prvok matice

s(b) = s(e)\/(XTX) ™. (1.46)

Teda pre s(by) plati

s(by) = ((s(e)\/(XTX)_1> (1.47)

(22]

Priblizeme aj vlastnosti vektoru vyrovnanych hodnét y

E(g) = E(Xb) = XB. (1.48)



Var(9) = Var(Xb) = 0’H. (1.49)
Plati, ze

Var(9;) = c*hy pre i=1,..n, (1.50)

kde h;; je i-ty prvok na diagondale matice H.

Na dalsiu vlastnost odhadov ziskanych metdédou najmensich stvorcov potrebu-
jeme Gauss-Markov teorém, ktory tvrdi, Ze za splnenia slabej sady predpokladov
st odhady by a by najlepsimi odhadmi(v zmysle, Ze maji najmensi rozptyl) zo
vsetkych linearnych nevychylenych odhadov. Hovorime, ze odhad regresnych pa-
rametrov metédou najmensich Stvorcov je tzv. BLUE, ¢o znamend Best Linear
Unbiased estimator.

V dalSom texte sa stretneme s odmocninou zo strednej stvorcovej chyby (dalej
ako RMSE) odhadu. Definujeme stredni stvorcovii chybu odhadu b; parametru
B;. Tato chybu rozlozime na rozptyl odhadu a kvadrat vychylenia odhadu

MSE(b;) = E((b; — 5;)?)
= E((b; — E(b)) + E(b;) — 8;)*) = (1.51)
= Var(b;) + (B(b;))?,

kde B(b,) je vychylenie odhadu b;. Pre nevychylené odhady plati, ze

RMSE definujeme ako

RMSE(b;) = \/MSE(b;). (1.53)

Dalej budeme klasické odhady metédou najmensich stvorcov oznacovat ako ,naivné
odhady.

Stale predpokladame platnost slabej sady predpokladov. Pre bodovy odhad
regresnej funkcie 7, vid 1.27, platia podla [2] nasledujice vlastnosti. Pre stredni
hodnotu odhadu mo6zeme pisat

4

E(f.) = E(by + bix.) = o + f1Ts = ns. (1.54)
Pre rozptyl odhadu regresnej funkcie plati

Var(f,) = o? (1 + M) : (1.55)

no Y (z— 2?)
Pre odhad rozptylu odhadu regresnej funkcie plati
1 (v, — T)*

() = s°(e) (n + w) (1.56)

s(f,) = s(e)d P ) (1.57)

no i (v —1?)



Pre viacrozmerny model sme si definovali regresna funkciu n, v bode «x,., vid
1.26. Za platnosti slabej sady predpokladov pre stredni hodnotu odhadu regresnej
funkcie v bode @, plati podla [2], ze

E(0.) = E(z,b) = . 8. (1.58)
Pre rozptyl odhadu regresnej funkcie v bode @, plati
Var(n,) = Var(x.b) = X Var(b)z, = o’xl (X' X) 'x,. (1.59)
Pre nevychyleny odhad rozptylu odhadu regresnej funkcie v bode x, plati

s3(f,) = s*(e)xl (XTX) 'a,. (1.60)

Dalej da sa ukazat, ze pre odhad smerodatnej chyby odhadu regresnej funkcie
v bode x, plati

s(A.) = s(aTb) = s(e) /2T (XTX) .. (1.61)

Ked budeme robit simulécie, tento klasicky odhad 1.61 oznac¢ime ako naivny. Na
zacCiatku sme si definovali uréity, jednoznacne definovany model 1.13. V beznej
praxi bohuzial ¢asto nie je zndmy skutoény model a je nutné tento vztah vyhla-
dat pomocou dat, ktoré mame k dispozicii. AvSsak data, ktoré mame k dispozicii
nemusia byt ani zdaleka optimélne. Ako to uz byva zvykom, analytik sa casto
stretava s

e chybajicimi datami,

e pozorovaniami, ktoré maju oproti vacsine inych pozorovani vyrazne odlisna
hodnotu, volame ich odlahlé pozorovania pripadne outliery,

e vplyvnymi pozorovaniami, to st bud jednotlivé pozorovania alebo mald sku-
pinka pozorovani, ktoré maju silny vplyv na konec¢ni podobu odhadu re-
gresnej funkcie,

o datami, ktoré zjavne nie st homoskedastické, teda nemaju konStantny rozp-
tyl,

o datami so zjavne nelinedrnym priebehom strednej hodnoty odozvy.

Regresné analyza pri vystavbe regresného modelu preto v sebe zahfna po-
stupy, ktoré upravuju dostupné data, tak aby vysledny model bol ¢o najjedno-
duchsi a ¢o najviac zobrazoval vzfah medzi pozorovaniami. Medzi najcastejsie
operacie na datach by sme mali zmienif identifikdciu a odstranenie odlahlych a
vplyvnych pozorovani. Pri vystavbe regresného modelu je takisto nutné urcit,
ktoré premenné zaradif do modelu a ktoré nie. Respektive zistit, ktoré premenné
st vyznamné. Tieto operacie sihrnne pomenujeme ako data analytické funkcie,
skratene DAF. Regresna analyza pozostava z mnohych analytickych postupov a
procedur. Je nutné poznamenat, Ze sa jedna o nejednozna¢ni analyzu, pretoze na
dant tlohu je mozné pouzit viacero metod, ktoré mézu odhadnit rozdielny model
analyzovanych dat. Tym padom DAF moze byt velké mnozstvo. My sme zmienili
iba zopar, ktoré sa najcastejsie pouzivaji. Vytvorime DAF, ktoré identifikujia a
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odstrania vzdialené a vplyvné pozorovania, ktoré urc¢ia vhodni transforméciu a
transformuju vysvetlovani premennt. Pozrieme sa taktiez na DAF, ktora urci
vhodné premenné do odhadnutého modelu. Na to, aby sme mohli posudit vplyv
danej metédy na datach budeme potrebovat vytvorit také procediry v programe,
ktoré nam ich umoznia pouzit viackrat za sebou. Regresna analyza je neexaktna
procedura, ale v nasom pripade jednotlivé DAF budu musiet byt jednoznacne
definované tak, aby subjektivny postup vobec nezasahoval do analyzy. Nasu re-
gresnu analyzu teda obmedzime na procediry, ktoré sa daju presne urcit pomocou
vypocetnych metod. Regresna analyza moze byt vnimana ako proces, pri ktorom
aplikujeme urcité za sebou nasledujice data analytické funkcie, ktoré nam ur-
cuju ako mé vyzerat nas odhadnuty model. Nasim cielom bude otestovat aky
vplyv na presnost vysledného odhadnutého modelu(presnost odhadu odmocniny
zo strednej Stvorcovej chyby odhadu regresnej funkcie a presnost odhadu odmoc-
niny zo strednej Stvorcovej chyby odhadu regresnych parametrov) maji zvolené
data analytické funkcie.

Pri nasej analyze predpokladdme, Ze mame data (x;1,%2,....Tip,Yi), kde x;;
je i-td hodnota j-tej vysvetlujicej premennej a y; je i-t4 hodnota vysvetlovanej
premennej pre ¢ = 1,...,n, n je pocet pozorovani a 5 = 1,...,p. Nasim cielom je
odhadnut model tvaru

o

9(yi) = Bo + Y_ Bifj(ay) + wiei, (1.62)
j=1

kde p’ mdze byt vicsie ako p v pripade, ze model obsahuje kvadratické alebo

interakéné cleny. Rovné alebo mensie ako p, ak st niektoré vysvetlujice premenné

vynechané. Nahodna zlozka €; ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou

E(€;) = 0 a rozptylom Var(e;) = 1. Funkcie g a f; st transformécie a w; su vahy.

Jednym z désledkov w; je, ze ovplyviuju rozptyl celého modelu.

1.3 Regresné data analytické funkcie

Teoreticky sme predstavili ako bude vyzerat nas odhadnuty model. Vycho-
dzi model, ktory odhadujeme na zaciatku analyzy este pred pouzitim jednotli-
vych DAF bude obsahovat vsetky dostupne vysvetlujice premenné X;,Xs,....X, s
odhadnutymi regresnymi koeficientami bg,by,bs,...,b, vypoc¢itanymi podla znadmej
metody najmensich stvorcov, vid 1.2.1. Procedury, ktoré aplikujeme na prvotny
model zhrnieme v nésledujtcich sekciach. Pre lepsiu zrozumitelnost prikladame
aj obrazok schémy 1.1. Prvotny datovy subor su data, ktoré mame k dispozicii, a
ktoré chceme odhadniit regresnym modelom. Vychodzi, respektive prvotny model
je taky, ktory vznikne po aplikovani metédy najmensich stvorcov na data, ktoré
neboli nijako pozmenené. Potom nasleduje aplikovanie jednej z troch data ana-
lytickych funkcii. Po aplikovani DAF1 na identifikdciu a odstranenie odlahlych a
vplyvnyvh pozorovani na prvotny datovy subor dostaneme sekundarny datovy si-
bor, ktory uz tieto pozorovania neobsahuje. Odhadneme model zo sekundarného
datového stiboru a dalej posudzujeme kvalitu takto ziskaného findlného modelu.
Pri aplikovani DAF2, teda urcenie najvhodnejsej transformacie vysvetlovanej pre-
mennej odhadneme modely pre kazdu transformaciu zvlast a porovname, ktory
z tychto transformovanych modelov(aj identitu v tomto pripade povazujeme za
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transformaciu) je najuspokojivejsi. Takyto model oznac¢ime za findlny a postipime
k posudeniu kvality takéhoto modelu. Pri aplikovani DAF3 na prvotny model, po-
mocou predprogramovanej funkcie, dojde na zaklade AIC kritéria, vid. 1.3.4, k
vyberu premennych do finalného modelu, na ktorom nésledne je postdime kvalitu
regresného modelu.

My sme v nasej praci pouzili 3 data analytické funkcie ale pri vystavbe re-
gresného modelu sa moéze pouzivat viac analytickych procedur. V praci [10] boli
pouzité DAF, ktoré napriklad upravuju vahu chybovej zlozky v pripade, ze chy-
bova zlozka je heteroskedasticka, alebo aplikuji Box-Cox transforméaciu na vy-
svetlovani premenni.

1.3.1 DAF1 - Odlahlé pozorovania

Pri niektorych pozorovaniach sa stava, ze svojou hodnotou nekoresponduju
do celkovej vacsiny pozorovani. Pri prelozeni dat priamkou vacsina pozorovani
lezi blizko regresnej priamky ale zopéar pozorovani lezi mimo. Pozorovania, ktoré
nenasleduju rovnaky model ako ostatné pozorovania volame odlahlé pozorovania
[2]. Prvou data analytickou funkciou nutnou na korektni konstrukciu regresného
modelu bude spravne urcenie a odstranenie odlahlych pozorovani. Odlahlé pozo-
rovania totiz mézu negativne vychylit sklon regresnej funkcie.!

-2
|

T T I I
2 4 [¢] 8

Obr. 1.2: Ukazka ako dokaze odlahlé pozorovanie(biela bodka) ovplyvnif smer
regresnej funkcie(modréa priamka). Regresna funkcia(éierna priamka) vznikne po
odstraneni odlahlého pozorovania z datového stuboru.

KedZe potrebujeme, aby tato operéacia bola vykonana objektivne, uré¢ime odlahlé
pozorovania pomocou vypoctu externe studentizovanych rezidui pre kazdé po-
zorovanie a nasledne tie, ktoré prekrocia kriticki hodnotu vypocitani pomocou
Bonferroniho korekcie, vylicime z analyzy. Predpokladajme model

yi = Bo + b1 X + BoXio + B3 Xis + BaXia + B Xis + €5, (1.63)

ktory odhadneme z dat pomocou metédy najmensich Stvorcov. Dalej pracujeme
s takymto modelom. Na vypocet externe studentizovanych rezidui pouzijeme vzo-
rec

'Funkcia v R-ku je naprogramovana pod nazvom outlier _fun. Okrem odlahlych pozorovani
je v nej zahrnuté aj vyhladavanie vplyvnych pozorovani.
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t = Yi — Yi(=) (1.64)

s(_i)(e) \/(XiT(X(_i)TX(_i))_lxi) +1
kde s_;(e) je rezidudlna smerodatnd odchylka z odhadu modelu, kde bolo i-té
pozorovanie odobraté. Dalej y; je i-té pozorovanie a fJ;—; je vyrovnana hodnota
ziskana na zaklade odhadu regresnej funkcie pri odobrani i-tého pozorovania.
Dalej X (~y) znaci regresnti maticu X, kde bol vypusteny i-ty riadok a x; je i-ty

stipec matice X. Ak by sme dopredu predpokladali, Ze i-té pozorovanie je odlahlé,
mohli by sme priamo porovnaft, ¢i ¢; je v absolitnej hodnote vécsie ako kriticka
hodnota tgg75[n — p — 1] teda vicsie ako 97,5% kvantil studentovho rozdelenia s
n—p—1 stupnami volnosti, kde n je pocet dat a p je pocet parametrov. Avsak my
chceme, aby tento proces prebiehal automaticky bez subjektivneho rozhodovania.
Preto pre vsetkych n dat musime testovaf, ¢i testova Statistika 1.65 spada do
kritického oboru. Da sa ukazaft, ze t; sa da vypocitat ako
€;

t; = , 1.65
S(,i) (6)\/ 1-— h“ ( )

kde s(_;(e) sa vypocita ako

s(,i)(e) _ J (n — p)SQ(e) - 612/(1 — h") ] (166)

n—p-—1

Zo vzorca 1.66 vyplyva, Ze nie je nutné odstranovat z dat i-té pozorovania, ale
daju sa externe studentizované rezidua vypocitat pomocou klasickych rezidui e;,
vyberového rozptylu rezidui s?(e) a projekénej matice H podla vzorca 1.65.

Ak by sme robili n testov signifikantnosti, pravdepodobnost, Ze test s najvic-
sou hodnotou t statistiky presiahne hodnotu 2 je ovela vicsia ako 0.05. Z toho
vyplyva, ze je nutné pouzif inu kriticki hodnotu pre test zalozeny na maxime
viacerych testov. My pouzijeme techniku Bonferroniho korekcie k vypoctu kri-
tickych hodnot [2]. Tato technika tvrdi, Ze pre n testov, kazdy na hladine a,
pravdepodobnost chyby prvého druhu nie je vacsia ako na. V nasom pripade pre
n = 50 a a = 0.05 by bola chyba 1. druhu vacsia ako 1. Ak ale zvolime kriticka
hodnotu (£) x 100% nebude hladina signifikantnosti vécsia ako n(%) = a.

n

1.3.2 DAF1 - Vplyvné pozorovania

Nasledne naprogramujeme data analyticka funkciu, ktoré zisti, aké pozorova-
nia vyrazne ovplyviujua vyslednii podobu regresného modelu. Takéto pozorova-
nia volame vplyvné pozorovania. Pozorovania budu povazované za vplyvné, ak po
vymazani, sposobia vyraznu zmenu v odhadnutej regresnej funkcii. Zakladom je
vypocitat Cookovi vzdialenost. Tato statistika zachycuje vplyv vypustenia i-tého
pozorovania na zmenu odhadu regresnych parametrov. Je zadefinovana podla [2]
ako

D, = (b — B)T(XTX)(b_iy — b)
ps*(e)

kde b_; predstavuje vektor odhadu regresnych parametrov pri vypusteni i-tého
pozorovania, b je odhad regresnych parametrov celého datového stiboru, p je pocet

, (1.67)
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parametrov odhadovaného regresného modelu, X je regresnd matica a s(e) je re-
zidualna smerodatna odchylka. Na nas vypocet Cookovej vzdialenosti pouzijeme
vsak iny vzorec. Da sa ukazaft, ze vzorec 1.67 mdzeme prepisat ako

(1.68)
kde

(1.69)

T SOV =y

Vo findle mame teda vzorec, podla ktorého vypocitame Cookovu vzdialenost.

2 hy;

p(1 = hi;)?s?(e)
Pozorovanie, pre ktoré je D; velké, respektive vicsie ako 1, budeme oznacovat
ako vplyvné pozorovanie. Znamena to, ze tieto pozorovania maji znacny vplyv
na odhad regresnych parametrov a tym padom aj na vyrovnané hodnoty. Od-
stranenie tychto hodnét méze mat vyrazny dopad na vysledny regresny model.
V nasej analyze odlahlé a vplyvné pozorovania v ramci data analytickej funkcii
vymazeme a odhadneme regresny model z datového suboru, ktory neobsahuje
tieto pozorovania.?

Di = (1.70)

1.3.3 DAF2 - Transformacia vysvetlovanej premennej

Pri hladani vhodného modelu je niekedy pre dosiahnutie pribliznej linearnej
zavislosti, homogenného rozptylu alebo priblizne norméalneho rozdelenia chybo-
vej zlozky vhodné transformovat vysvetlované premenné pripadne vysvetlujice
premenné. Nehomogénne déata su také, ktoré nemajia rovnaky rozptyl pre vSetky
hodnoty vysvetlujticich premennych. V pripade heteroskedasticity®, odhady zis-
kané metdédou najmensich stvorcov uz nie st najlepsie nestranné linearne odhady,
pretoze nie su splnené predpoklady Gauss-Markovova teorému 1.2.2. Takisto nie
st splnené predpoklady pre testovanie vyznamnosti regresnych koeficientov po-
mocou t-testu a F-testu a odhady smerodatnych odchyliek si nepresné [5]. V
nasej praci budeme transformovat jedine vysvetlované premenné za tcelom zais-
tenia norméalného rozdelenia chybovej zlozky. Budeme vyberat z 3 zakladnych
transformacii vysvetlovanej premennej y a to

 logy,

* VY
e identita.

Vyberdame vhodnt transforméciu na zaklade sikmosti rezidui. Model s najmen-
sou sikmostou rezidui urcuje vhodnt transformaciu vysvetlovanej premennej. Pri
pouziti transforméacie na vysvetlovant premennt a naslednom odhade regresnej
funkcie v ur¢itom bode, pripadne odhadu regresného koeficientu, bude nutné tieto
hodnoty spatne transformovat za tc¢elom mozného porovnania tychto hodnot.

2V R-ku méme naprogramovant funkciu, ktora odstrani vplyvné pozorovania z datového
stuboru, je spojend s funkciou, ktord odstranuje odlahlé pozorovania a vola sa outlier__fun.
3Rezidudlne zlozky nemaji konstantny rozptyl.
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1.3.4 DAF3 - Vyber premennych

Na ziskanie spravneho modelu je nutné urcit, ktoré vysvetlujice premenné si
vyznamné, a ktoré nie. Existuju objektivne kritéria a automatické procedury pre
vyber modelu(predovsetkym pre stanovenie optimalného vyberu a poc¢tu vysvet-
[ujtcich premennych), kde kazdy zvoleny vyber je mozné kvantitativne ohodnotit
a hlavne objektivne porovnat s inym vyberom [6]. Jedna z najznamejsich kritérii
sa okamzite ponika Akaikeho Informacné kritérium, v skratke AIC.

Cielom vyberu premennych je rozdelif regresnti maticu X na mnozinu aktiv-
nych premennych X 4 a mnozinu neaktivnych premennych X y. Predpokladajme,
ze mame urciti podmozinu potencionalnych kandidatov na premenné do modelu
Xc. AIC je dané vzorcom z [2].

SSc

AIC = nlog(Rn

)+ pe, (1.71)

kde n je pocet dat a pc je pocet parametrov v modeli. RSS¢ je rezidudlny si-
¢et Stvorcov podla vzorca 1.30. Hladdme model s najnizsou hodnotou AIC. S
rasticim poctom parametrov pc nam prvy c¢len 1.71 klesd a druhy ¢len stipa.
Minimalizujeme AIC, teda hladdme model, ktory ma nizku hodnotu RSS¢s a za-
roven nizky pocet parametrov po. V nasej praci pouzivame spétne eliminac¢ni
metodu. V pripade, zZe tato metdda zlyha pouzijeme metdédu postupného vyberu
premennych.

Spéatne eliminacnia metdda:

1. Zacneme s modelom, ktory obsahuje vSetky premenné vratane absoltitneho
¢lenu.

2. Postupne odoberieme zvlast kazdy clen a pre kazdy takto ziskany model
vypoc¢itame hodnotu AIC. Pokracujeme s modelom, ktory po odstraneni

svve

3. Opakujeme bod 2 dokym po odstraneni hociktorej premennej z modelu sa
hodnota AIC uz iJba zvicsi, alebo dokym v modeli nezostane iba absolutny
¢len.

Metéda postupného vyberu premennych:

1. Zacneme bez akychkolvek vysvetlujicich premennych v modeli. Model ob-
sahuje iba absolttny ¢len.

2. Vyberame vysvetlujice premenné na zaklade hodnoty Akaikeho informac-
ného kritéria tak, ze priddme vysvetlujicu premenni, ktord najviac znizi
hodnotu AIC kritéria.

3. Takto postupujeme az dovtedy kym sa dalsim pridanim vysvetlujicej pre-
mennej do modelu uz neznizi hodnota AIC, alebo dokym nepridame vsetky
vysvetlujice premenné do modelu.
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Tento postup je pomerne Sikovne implemetovany v balicku olsrr v programe R,
preto ho nebudeme samostatne programovat.* Po tispesnom aplikovani regresny
analytickych funkci ziskame finalny model metédou najmensich Stvorcov.

4V balicku olsrr na spitne elimina¢nii metédu pouzivame funkciu ols_stepaic_backward, na
metodda postupného vyberu premennych pouzivame funkciu ols stepaic_forward.
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Prvotny ddtovy subor -
obsahuje vsetky data,
ktoré mame k dispozicii,

a ktoré chceme
odhadnut modelom

Prvotny model —
odhadnuty model

z prvotného datového
stiboru metédou MNC

1 N

DAF1 — odstranenie DAF2 — Urcenie DAF3 — Vyber
odlahlych a vplyvnych transformacie premennych do
pozorovani vysvetlovanej modelu

z prvotného datového premennej

suboru.

Odhadnuty Odhadnuty Odhadnuty
model bez model model

transformacie s logaritmickou s odmocninovou

Sekundarny transformaciou Y transformaciou Y

datovy subor -

bez odlahlych % Yy
a vplyvnych

pozorovani

DAF2 — porovnanie
modelov a vyber
najvhodnejsej
transformacie

Odhadnuty

finalny modelizo Finalny model — vybrany Findlny model iba
sekundérného model na zaklade s vybranymi

datového suboru najvhodnejsej premennymi
transformacie

Obr. 1.1: Schéma pouzitia jednotlivych data analytickych funkci(DAF) pri vy-
stavbe regresného modelu.
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Kapitola 2

Bootstrap

2.1 Zakladna myslienka metédy bootstrap

Metéda bootstrap patri medzi intenzivne pocitacové metddy pre Statisticku
analyzu dat. Predovsetkym sa pouziva ku zkimaniu vlastnosti odhadov para-
metrov. UmozZnuje zistit rozne Statistiky vyberovych odhadov(vychylenie, rozp-
tyl, konfidencné intervaly, chybu predikcie a iné) [1]. Prvy ¢lanok o bootstrape [4]
vydal americky statistik Bradley Efron vdaka, ktorému sa stal znamy. Po vydani
tohto ¢lanku nasledovala celd rada teoreticky i prakticky rozsirujicich c¢lankov
[1][11][7] a iné, ktoré skimali vlastnosti a pouzitelnost tejto metédy. My sa v
nasledujicich riadkoch zameriame na struént charakteristiku metédy bootstrap
a vysvetlime ako pomocou bootstrapu zlepsime odhad strednej stvorcovej chybu
odhadu.

Uvazujme nezavislé rovnako rozdelené nahodné veli¢iny Xi,...,X,, ktorych
distribu¢néd funkcia F' nie je blizsie specifikovand. Oznac¢me 6 = 6(F') ako ur-
¢itu charakteristiku(parameter) rozdelenia. 6 chceme odhadnit za pomocou néa-
hodného vyberu. Nech T,, = T,,(X3,...,X,,) je sStatistika pre odhad parametru 6
a nech R, = R,(X3,....X,,) je ich vhodne s$tandardizovana funkcia, napriklad
R, = /n(T, — 6). Ozna¢me

H,(z) = P[Ro(X1,.. Xn,F) < 2] (2.1)

ako distribu¢nu funkciu statistiky R,. V pripade, Ze je distribu¢na funkcia F
znama vieme postupovat metédou Monte Carlo a generovat zo zndmej distribuc-
nej funkcie sériu nezavislych nahodnych vyberov - bootstrapovych vzoriek. Dalej
pre kazdu realizaciu ndhodného vyberu spocitam hodnotu prislusnej statistiky a
jej skutocné rozdelenie aproximujeme empirickym rozdelenim ziskanym pomocou
nahodnych vyberov.

Ak je skutoénd distribucna funkcia F' neznama, ¢o sa stava ovela castejSie, je
mozné aproximovat H, asymptotickym rozdelenim, ktoré sa dé odvodit na za-
klade limitnych viet tedrie pravdepodobnosti. Presnost takejto aproximacie je av-
sak ovplyvnend a obmedzend po¢tom pozorovani, ktoré st skutoéne k dispozicii[§].
Metoda bootstrap navrhuje iné rieSenie. Tato metoda kombinuje substituény prin-
cip a metédu Monte Carlo.

Najprv priblizime substituény princip. Oznaéme si F,,(x) odhad distribu¢nej
funkcie. Zvycajne sa jedna o empiricku distribu¢nt funkciu zalozeni na ndhodnom
vybere X,...,.X,, teda
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n
Fu(x) = Tllz 11X, < 4, (2.2)
i=1
kde n je pocet vyberov a I[A] znaci indikdtor mnoziny A. Nech X7,..., X je ne-
zavisly nahodny vyber z F,, ¢o znamen4, Ze pri danych pozorovaniach Xji,...,X,
su X7,...,X] nezavislé, rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny, z ktorych kazda na-
dobuda hodnoty Xj,...,X,, s pravdepodobnostou % Stubor X7...., X nazyvame
bootstrapovy wvyber, pripadne bootstrapova vzorka. Povodny vyber nahradime
bootstrapovym vyberom a neznamu distribu¢nou funkciou F' nahradime zna-
mou distribu¢nou funkciou F,,. Dostaneme parameter 6* = 0(F,) a Statistiky
TF = T,(X},...X}) a R, = R,(X7,....X},F,). Najcastejsie sa na bootstrapovy
vyber X7,..., X" a znamu empiricku distribuc¢ni funkciu £, aplikuje metéda Monte
Carlo, kedy sa velakrat(v rddoch tisicoch az stotisicoch) generuje nezavisly né-
hodny vyber z rozdelenia F,,, pri kazdom opakovani sa spocitaju hodnoty T, R, *
a z nich sa stanovi aritmeticky priemer pripadne ind pozadovana sStatistika. Ak
chceme zistit distribiiciu komplexnych odhadov, je mozné pouzit metédu boots-
trap.

2.2 Uloha met6dy bootstrap v naSej analyze

Hlavnou tlohou nasej analyzy je posudif vplyv pouzitych analytickych pro-
cedur na presnost odhadu RMSE odhadu regresnej funkcie v uréitom bode a
presnost odhadu RM SE odhadu regresnych parametrov modelu. Naivny odhad
RMSE je odhadovany pomocou klasického odhadu smerodatnej chyby z me-
tody najmensich stvorcov, vid. 1.61 , neberie do tvahy pouzité data analytické
funkcie. Ukazeme ako naivny odhad RMSFE v kontexte pouzitych data analytic-
kych funkcii zlyhava a predvedieme ako dokéze bootstrap zlepsit tento odhad. V
pripade dat, ktoré mame k dispozicii, madme na vyber z dvoch metéd ziskania
bootstrapovho vyberu: Preusporiadat rezidua, ktoré s zavislé na modeli alebo
preusporiadat data podla riadkov, ¢oz je nezdvislé na modeli [10]. Mohli by sme
spravit kompletni regresnti analyzu, aby sme ziskali model a nésledne prevzorko-
vat rezidud tohto modelu ¢im vygenerujeme bootstrapov vyber. Keby sme robili
vyber z rezidui znamenalo by to, ze implicitne predpokladame, ze prvotny model
je spravny [10]. My vSak nechceme predpokladat aktkolvek spravnost modelu.
Preto zvolime nepodmienené vzorkovanie cez riadky (X;,Y;). Vyhoda tohto po-
stupu je jednoduchost, pretoze nemusime pred analyzou definovat akykolvek mo-
del. Nevyhoda tohto postupu je, ze bootstrapové odhady rozptylu st vychylené
[10].

N&s postup spociva vo vybere z povodnych dat s vracanim a nasledne apliko-
vanie regresnej analyzy na kazdy takyto vyber, tak ako to je opisané v predcha-
dzajucej kapitole. Teda aplikujeme regresné analytické funkcie nielen na pévodné
data ale aj na data ziskané bootstrapovym vyberom z povodnych dat. KedZze nase
povodné data pochadzaji z modelu so znamou teoretickou distribu¢nou funkciou,
vieme pouzit Statistiky, ktoré nam priblizia kvalitu odhadu RMSE odhadu re-
gresnej funkcie v urc¢itom bode a odhad RM SE odhadu regresnych parametrov.

Na porovnanie kvality odhadu smerodatnej odchylky odhadu regresnej funkcie
v uré¢itom bode 7)., a odhadu smerodatnej odchylky odhadu regresnych koeficien-
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tov b pouzijeme odmocninu zo strednej Stvorcovej chyby(RMSE). Definujeme
dalej statistiku RMSE. Hodnota RM SFE pre estimétor 6 je dané ako
RMSE(0) = \/E((0 — 0)2), (2.3)
kde  je odhad teoretickej hodnoty 6. Na kazdy bootstrapovy vyber aplikujeme
data analytické funkcie a pomocou odhadu statistiky RM SFE sa pokisime posu-
dif vychylenie klasického odhadu standardnej chyby odhadu regresnej funkcie v
bode a odhadu regresnych parametrov. Klasicky(naivny) odhad RMSE budeme

porovnavat s hodnotou RMSE ziskanou pomocou metédy Monte Carlo, vid 3.3,
a takisto s RMSE ziskanym pomocou metody bootstrap, vid 3.4.

2.2.1 Odhad regresnej funkcie v bode

Predpokladajme, ze chceme rozdelenie pre odhad regresnej funkcie v bode x.
Pre model m je tato hodnota rovnd 7j(my,). Priblizime si nas celkovy postup
pozmeneny od ¢lanku [10].

1. Najprv na datach urobime analyzu vo forme presne Specifikovanych data
analytickych funkci definovanych v kapitole 2. Oznac¢ime jednotlivé apliko-
vané data analytické funkcie ako aq,as,a3. Potom odhad regresnej funkcie v
bode xy oznac¢ime po aplikovani jednotlivych DAF ako

M = N((a1(Minitiar) )0 ) (2.4)
flz = N((az2(Minitiar) o ) (2.5)
s = N((az(Minitiar) o) (2.6)

kde mjpitia je prvotny model, ktory ziskam aplikovanim met6dy najmensich
stvorcov na prvotny datovy sibor zahrnutim vsetkych premennych.

2. Nasledne vygenerujeme bootstrapové vzorky (X2°Y;?°!) vzorkovanim z
originalnych dat a vytvorime mb%. . Teraz aplikujeme rovnako ako v bode
1 data analytické funkcie. Dostaneme model, ktory sa moze lisit vo velkosti
parametrov, poc¢tu prediktorov alebo pouzitych transformacii. Bootstrapovy

odhad regresnej funkcie v bode xy po aplikovani jednotlivych DAF oznac¢ime

ﬁll)OOt - A((a’l (mngé]fial))mo)’ (27>
757" = N((az(migstiar) o) (2.8)
757 = A((as(mintia) ao ) (2.9)

3. Mnohonasobnym opakovanim vytvorime rozdelenie bootstrapovych odha-

dov regresnej funkcie 722, 750t 75°t v danom bode .
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Je nutné dodat, ze odhad regresnej funkcie je vysledok pouzitia data analytic-
kych funkci v bode xq. Dolezité je ale urobit bootstrapovy vyber z originalnych
dat a nie na datach, na ktoré uz boli aplikované regresné funkcie, pretoze inak
sa moze stat, Zze bootstrapové data nezobrazia celkovy vplyv regresnej analyzy.
Pre jednotlivé vygenerované bootstrapové datové sibory odhadneme metédou
najmensich stvorcov prvotny linearny model a pouzijem data analytické funkcie
k vytvoreniu findlnych modelov.

2.2.2 Odhad regresného parametru 5,

Postupujeme podobne ako v 2.2.1 s tym, Ze predpokladame, ze chceme rozdele-
nie pre odhad regresného parametru 3; po aplikovani jednotlivych DAF osobitne.

1. Odhad regresného parametru [3; oznacime pre jednotlivé DAF ako

b, = bi((a1(Minitiar))), (2.10)
b1, = bi((a2(Minitial))), (2.11)
by = bi((az(Minitiar))), (2.12)

2. Znova vygenerujeme bootstrapové vzorky tak isto ako v 2.2.1. Bootstrapové
odhady regresného parametru ; po aplikovani jednotlivych DAF oznac¢ime

0y = bi(ar(mindiar); (2.13)
0o = bi(az(mingyiar), (2.14)
0 = b1 (as(mipgtia))): (2.15)

3. Mnohonasobnym opakovanim rovnako ako v 2.2.1 vytvorime rozdelenie bo-

otstrapovych odhadov regresného parametru f; a to b}, oot phoot.
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Kapitola 3
Simulacie

Nagim cielom v tejto kapitole je postdit funkénost metddy prevzatej z [10] pri
vygenerovanych datach podla nami zvoleného teoretického modelu. Pripominame,
ze si definujeme vseobecny model z druhej kapitoly 1.62

9(i) = Bo+ D Bifi(wiy) + wies i =1,...n. (3.1)
j=1

kde (x1,...,x;) s hodnoty vysvetlovanych premennych Xi,....X,, kde p je po-
¢et premennych. Vsetky premenné si nekorelované a maju distribuéna funkciu
Standardné normélne rozdelenie F, ~ N(0,1). Dalej ¢; mé takisto distribti¢nt
funkciu standardné normélne rozdelenie F, ~ N(0,1) a regresné koeficienty ak
nie st definované inak su 5y = 0 a 8; = 1,7 # 0, kde n je pocet pozorovani.
g symbolizuje funkciu aplikovant na hodnoty vysvetlovanej premennej. f; sym-
bolizuje j-ti funkciu aplikovand na hodnoty vysvetlujicej premennej X;, teda
funkciu aplikovant na hodnoty zi;,79;...,2,;. Bod na odhad regresnej funkcie
zvolime xy = (0.2,0.2,...,0.2). Nase vychodzie datové stibory vygenerujeme meté-
dou Monte Carlo z roznych varidnt modelu 3.1, ktoré si zadefinujeme v tabulke
3.1. Kazdy z 5 modelov je nie¢im Specificky, vanila model, vid. 3.1.1, obsahuje
iba predvolené hodnoty, ktoré si n = 50,p = 5,¢g a f; st funkcie identity pre
j =1,...p, F, a F. maji standardné normélne rozdelenie N(0,1) a véhy w; = 1
pre ¢ = 1,...,n. Nelinearny model, vid. 3.1.2, ma data generované z rovnomer-
ného rozdelenia U v intervale (0,0.2) a funkcia g respektive ¢! nie je tentokrat
identita. Hetero model, vid. 3.1.3, ako uz nazov napovedd, ma heteroskedasticky
rozptyl spésobeny vahami w; = Y-%_, B f;(w;) chybovej zlozky. Nahodné veli¢iny
X, pre j = 1,...,5 v pripade hetero modelu maju distribu¢nt funkciu z rovnomer-
ného rozdelenia z intervalu (0,0.2). Kolinearny model, vid. 3.1.4, obsahuje iba 3
vysvetlujice premenné, ktoré si linedrne zavislé. A nakoniec cielom nasyteného
modelu, vid. 3.1.5, je zistit presnost jednotlivych odhadov RMSFE v pripade, ze
mame k dispozicii nizky pocet pozorovani n = 30 a vysoky pocet premennych v
modeli.

Metodou Monte Carlo postupujeme tak, ze pre kazdy model vygenerujeme 500
datasetov, kazdy o velkosti n = 50(u nasyteného modelu je vynimka n = 30).
Pocet simulécii rovny 500 sme zvolili kvoli vypoctovej narocnosti celého procesu
vid. sekciu 3.4. Pre kazdy dataset odhadneme prvotny model pomocou metody
najmensich stvorcov. Vyzerd nasledovne
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Nézov modelu ‘ Hodnoty

Vanila Predvolené hodnoty

Nelinearny F, ~U(0,0.2), g"'(x) = €%

Hetero Fx ~ U(0,02), w; = Z?zl 6jfj(xij)
Kolinear X1 ~ N(O,l), XQ, X3 [ N(0,00].) - X1
Nasyteny n=30,p=15an=50,p=15

Tabulka 3.1: Modely pouzité na generovanie dat.

P
y; = Bo + Zﬁszj +e i=1,..,n. (3.2)
j=1
Prvotny model 3.2 je celkom linearny, bez transformacii premennych, s jednot-
kovymi vahami w; = 1 pre ¢ = 1,...,n a obsahuje vsetkych p vysvetlujucich pre-
mennych. Uréim si, ktory model budem simulovat a akit DAF pouzijem. Potom
na kazdy dataset aplikujeme tito data analyticktl funkciu zadefinovani v kapi-
tole 1 a nasledne odhadnem finalny model. Dalej vypoéitame pozadovany odhad
z findlného modelu(v nasom pripade to bude bud odhad regresnej funkcie v bode
xo = (0.2,0.2,...,0.2) alebo odhad regresného parametru (1) a oznacime ho 6.
Vieme z akého modelu boli generované data a preto vieme urcit aka by mala byt
skutocna hodnota, tito skutocni hodnotu oznacime 6.
Odhad RMSE teda odhad odmocniny zo strednej stvorcovej chyby odhadu na
zaklade metédy Monte Carlo vypocitame nasledovne:

e J 1 5%
RMSE (0) = ,|— 23(9Z —0)?, (3.3)
500 =

kde 6 je odhad 6 z primarného datového stiboru. Dalej v analjze budeme odhad
RMSE na zéklade Monte Carlo metédy povazovat za presny odhad skutocného
RMSE. V kapitole 1 sme ukazali rozklad MSE estiméatora 1.51, v nasom pripade
sa MSE odhadu regresnej funkcie sklada z dvoch casti a to z kvadratu vychylenia
odhadu regresnej funkcie a rozptylu odhadu regresnej funkcie v bode xy. Odhad
rozptyl odhadu regresnej funkcie mozeme takisto ziskat z Monte Carlo simulécii,
tak ze po vygenerovani jednotlivych datovych stiborov a odhadnuti prislusného
modelu si ulozime hodnotu odhadu regresnej funkcie v bode xy. Tento proces
treba opakovaf pre kazdy datovy sibor ziskany pomocou Monte Carlo, dosta-
neme tym rozdelenie odhadov regresnej funkcie v bode xy. Keby sme vypocitali
vyberovy rozptyl tohto rozdelenia dostaneme odhad rozptylu odhadu regresnej
funkcie. Vychylenie nie je potreba pocitat, pretoze pri odhade RMSE a odhade
rozptylu si viem podla vzorca 1.51 odvodit aj kvadrat odhadu vychylenia odhadu
regresnej funkcie. Tento rozklad MSE sa da pouzit na to, aby sme v pripade
nestiladu RMSFE z metédy Monte Carlo a z bootstrapovej metédy bolo mozné
posudit do akej miery sa na tomto nestlade podiela nestlad v rozptyloch.

Pre kazdy z 500 datovych stiborov vieme odhadnit RM S E(0) pomocou boots-
trapu a to tak, ze z daného datasetu opakovanym vyberom s vracanim vygene-
rujeme 100 bootstrapovych datasetov, znova o velkosti n = 50(pripadne n = 30
pre nasyteny model). Pre jednotlivé bootstrapové vzorky odhadneme metédou
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najmensich stvorcov prvotny model a pouzijeme vybrant data analyticku fun-
kciu k vytvoreniu findlného modelu.! Pre kaZdy zo 100 bootstrapovych datasetov
ziskame bootstrapovy odhad RMSFE odhadu podla vztahu

_—— boot A 1 100 A~
RMSE (0) = $ — Z(Gﬁ’o"t —0)?, (3.4)
100 =

kde 62°°* je odhad (v nasom pripade regresnej funkcie v bode @, alebo regresného
parametru 1) pre model vytvoreny na zaklade i-tého bootstrapového vyberu. Pre
porovnanie jednotlivych odhadov RMSFE ziskanych roznymi sposobmi je nutné
najst nejaku spolahlivii metriku. Priemer hodn6t v rozdeleni sa hned pontka
ako moznost, ale moze sa staf, ze rozdelenie bude obsahovat dostatocny pocet
vzdialenych pozorovani, ktoré silno ovplyvnia priemer. Preto sme vyhodnocovali

rozdelenie v bode medianu. Teda z rozdelenia 500 hodnot RmEbOOt(QA) ziskanych
z jednotlivych bootstrapovych vyberov vyberieme median tychto hodnot.

Na porovnanie klasickej metédy vypocitame naivny odhad RMSFE (é) ziskany
ako odhad smerodatnej odchylky odhadu regresnej funkcie(oznacime s(7,)), pre

vSetky findlne modely ziskané z 500 vygenerovanych datovych suborov

RMSE(fay) ™ = (i) = s(e)y/al (XTX) 1y, (3.5)

kde s(e) je rezidudlna smerodatnd odchylka, X je regresnd matica, bod xy =
(0.2,0.2,...,0.2). Vsetky tieto hodnoty st z findlného modelu vybraného na zaklade
pouzitej data analytickej funkcie. Hodnotu RMSE (é)”‘”“e vypocitame pre kazdy
z 500 datasetov vygenerovanych metédou Monte Carlo podla vzorca 3.5. Ziskame
rozdelenie o 500 hodnotach, ktoré vyhodnotime v bode medianu. Nesmieme za-
budnut, ze pri aplikovani transforméacie vysvetlovanej premennej musime, kvoli
korektnému porovnaniu naivného odhadu RMSE (é)”ai”e a bootstrapového od-
hadu RﬁEbwt(@), transformovat naivny estimator. V pripade, Ze na vysvetlo-

vani premennu aplikujeme funkciu g tak ako je zobrazené v modeli 3.1, bude
vysledny naivny estimator RMSE rovny

RMSE (flag)" ™ = (671 ()5 (o), (3.6)

kde (¢g7') je derivacia zinvertovanej funkcie g v bode xo = (0.2,0.2,...,0.2). Zis-
kame tym rozdelenie hodnot naivnych odhadov RMSE. Ako vysledni hodnotu
vyberieme median z tohto rozdelenia naivnych estimatorov. V pripade, ze je pou-
zita transformécia odmocnina na vysvetlovani premennt, vysledna hodnota na-
ivného odhadu RM SFE bude

RMSE(ﬁwo)nawe = 225 (N )- (3.7)

V pripade, zZe je pouzita transformacia logaritmus, vysledna hodnota naivného
odhadu RM SFE bude

RM SE(fjay)""" = ex(fay)5(7z)- (3-8)

17 jednej bootstrapovej vzorky ziskam 3 findlne modely, pretoZe aplikujem 3 data analytické
funkcie zakazdym na povodni bootstrapovi vzorku a nasledne odhadnem findlny model.
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Ak néas zaujima naivny odhad RMSFE odhadu regresného parametru, ten
zistime zo vzorca 1.46 tak, Ze zoberieme prislusny diagonalny prvok z matice
1.46. Teda pre b, plati

RMSE(b)" — s(by) = (s(e)\/(XTX)—l) , (3.9)

(2,2]

kde index [2,2] znaéi, Ze sa jednd o druhy diagonalny prvok matice 1.46. Dalej
s(b1) je odhad smerodatnej odchylky by. V pripade, Ze je pouzitd transformécia
odmocnina, vyslednd hodnota naivného odhadu RMSFE bude

RmE(bl)naive = bl exp(bo + 02(b1 + bg + bg + b4 + b5))3(b1) (310)

V pripade, zZe je pouzitd transformacia logaritmus, vyslednd hodnota naivného
odhadu RM SFE bude

RMSE(by)™v® = 2b,((bg + 0.2(by + ba + by + by + bs))s(by) (3.11)

Stoji za to v kratkosti zhrnit cely proces este raz. Zo zadaného teoretického
modelu vygenerujeme 500 datasetov a pre kazdy dataset odhadneme prvotny re-
gresny model. Na prvotny model aplikujeme jednu z DAF a odhadneme finalny
model. Na zaklade finalného modelu odhadneme regresnui funkciu v bode xg, pri-
padne mame odhad regresného parametru ;. Pozname skuto¢ni hodnotu regres-

nej funkcie v bode xy, tym padom podla vzorca 3.3 vypocitame RT/[?EMC(GA).
Naivny estimator RMSE (§)meive yypocitame ako odhad smerodatnej chyby od-
hadu pre kazdy z 500 datovych stborov. Vysledné rozdelenie RMSE (é)”‘me Vy-
hodnotim v bode medidanu. Pre kazdy z 500 datovych suborov metdédou bootstrap
vytvorim 100 bootstrapovych vzoriek. Z kazdej bootstrapovej vzorky odhadnem
prvotny model. A rovnako ako pri 500 vygenerovanych datovych stboroch ap-
likujeme jednu z DAF a odhadneme findlny bootstrapovy model. Znova na za-
klade finalného bootstrapového modelu odhadneme regresnii funkciu v bode ),
pripadne mame odhad regresného parametru ;. Namiesto skutocnej hodnoty

—— boot
teraz pouzijeme na vypocet RMSE  (0) odhadu(odhadu regresnej funkcie v
bode xy alebo odhadu regresného parametru /1) z datového siboru, z ktorého sa

—— boot
vzorkovali bootstrapové vybery. Z rozdelenia hodnét RMSE () opat vyberam
median.

3.1 Odhad regresnej funkcie v bode

Vyskusame metddu ¢i funguje na dostatocnom pocte dat, n = 50, n = 500, n =
5000, bez pouZitia akiychkolvek data analytickych funkciu. Vygenerujeme 100, 1 000
a 10 000 datovych suborov a takisto 100, 1 000 a 10 000 bootstrapovych vzoriek
pre kazdy vygenerovany datovy subor pochadzajuci z teoretického modelu va-
nilla. Avsak pri pocte simuldcii 1 000 a 10 000 sme museli upustit od 10 000
bootstrapovych vyberov kvoli vypoctovej naroc¢nosti. Cielom bude, okrem iného,

26



aj zistit nakolko zéalezi na pocte pozorovani n, poc¢tu simulécii a poc¢tu bootsta-
povach vyberov pri presnosti odhadu RMSE. Budeme sledovat vysledok Monte
Carlo estimatora pri 100, 1 000 a 10 000 simulaciach, naivného estimatora a esti-
matora ziskaného pomocou bootstrapu. Ak nepouzijeme ziadné data analytické
funkcie a pri dostatocnom pocte Monte Carlo a bootstrap simulécii, ocakavame,

ze budu vysledky estimatorov velmi podobné. Dosiahli sme vysledky len s malou
odchylkou, vid tabulka 3.2.

RMSE Estiméator
Monte Carlo \ Naivny \ Bootstrap
Pocet dat

Simul | 50 500 | 5000 50 500 | 5000 | Boot | 50 500 | 5000
0.150 | 0.048 | 0.015 | 0.163 | 0.050 | 0.016 | 100 | 0.160 | 0.049 | 0.015
100 | 0.158 | 0.053 | 0.017 | 0.163 | 0.049 | 0.016 | 1000 | 0.161 | 0.049 | 0.015
0.170 | 0.049 | 0.015 | 0.158 | 0.049 | 0.015 | 10000 | 0.160 | 0.049 | 0.015
1000 0.164 | 0.051 | 0.015 | 0.162 | 0.049 | 0.015 | 100 | 0.163 | 0.049 | 0.015
0.166 | 0.049 | 0.016 | 0.162 | 0.049 | 0.015 | 1000 | 0.162 | 0.049 | 0.015
10000 0.164 | 0.050 | 0.016 | 0.162 | 0.049 | 0.015 | 100 | 0.162 | 0.049 | 0.015
0.164 | 0.051 | 0.169 | 0.162 | 0.049 | 0.158 | 1000 | 0.163 | 0.049 | 0.159

Tabulka 3.2: Hodnoty odhadu RMSE odhadu regresnej funkcie v bode xg bez
pouzitia data analytickych funkci.

Z vysledkov z tabulky 3.2 vyplyva, Ze bez pouzitia data analytickych funkcii st
hodnoty odhadu RM SFE ziskané z Monte Carlo simulacii, naivného estimatora a
bootstrapovych simulécii velmi podobné. Z tabulky takisto vidime, ze prirodzene
s rasticim poc¢tom dat sa ndm aj zmensuje odhad RMSE. S rasticim poc¢tom
dat sme totiz schopni lepsie odhadnit skutoény teoreticky model a znizit tym
padom strednt stvorcovi chybu odhadu regresnej funkcie. Z tabulky 3.2 usudzu-
jeme, ze u poctu simuldcii 100 je pritomna variabilita odhadu RMSE estimatora
u Monte Carlo. Pri pocte simulacii 1 000 sa uz aproximacia takmer stabilizovala.
U bootstrapu je uz pri 100 bootstrapovych vyberov odhad stabilny. Kedze bu-
deme robit velky pocet simulacii snazime sa ¢o najviac usetrit vypocetny vykon.
Preto v dalsich vypococh budeme pouzivat 500 simulacii a 100 bootstrapovych
vyberov pre kazdy vygenerovany dataset. Pocet dat zvolime n = 50. Najskor
budeme odhadovat model z vygenerovanych dat bez pouzitia data analytickych
funkci. Potom ten isty model budeme odhadovat za pouzitia jednotlivych data
analytickych funkci osobitne. Oznacime si 1. data analytickd funkciu ako DAF1 -
tato DAF identifikuje a odstranuje z datového stiboru vzdialené a vplyvné pozo-
rovania. 2. DAF ako DAF2 - urdi, ¢i je vhodné transformovat odhadovany model
a ak ano nasledne transformuje vysvetlovani premenni odhadovaného modelu.
Nakoniec 3. DAF ako DAF3 - ur¢i vhodné vysvetlujtice premenné, ktoré buda
zakomponované vo findlnom modeli.

3.1.1 Vanila model

Zacneme s analyzou vanila modelu s pouzitim data analytickych funkcii. Va-
nila je jednoduchy model bez vyraznych vzdialenych pozorovani. Je to celkom
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| Median
RMSE(A) | Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3
Monte Carlo | 0.156 | 0.178 | 0.213 | 0.156

Naivny 0.161 0.145 | 0.142 | 0.161
Bootstrap 0.161 0.195 | 0.220 | 0.161

Tabulka 3.3: Vanila model - Hodnoty odhadu RM SE odhadu regresnej funkcie
na zaklade Monte Carlo metddy, naivného pristupu a bootstrapového pristupu
bez a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne.

linearny model, to znamenad, Ze je linedrny ako v parametroch, tak z hladiska
vysvetlujucich premennych. Vyzera nasledovne

Yi = Bo + Bixia + Baio + B33 + Bawia + P55 + €, (3.12)

kde z;;,7 = 1,...,50, 7 = 1,...,5 st hodnoty nahodnych veli¢in X; s normalnym roz-
delenim, nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom X; ~ N(0,1), X;
st nekorelované, preto by nemala byt aplikovana ziadna z potenciondlnych trans-
formécii pri vystavbe regresného modelu. ¢; ~ N(0,1) a je IID(Independent and
identically distributed), teda hodnoty ¢; st nezavislé a rovnako rozdelené. Ziskani

hodnotu RMSE (f)raive o RMSE (9)?°" normujeme, to znamens, Ze od vysled-
_—— MC .
nych hodnot odc¢itame odhad RMSE ziskany metédou Monte Carlo RMSE  (0)

—_— MC A
a tento rozdiel takisto vydelime hodnotou RMSE  (0), tito znormovani hod-
notu zobrazime ako rozdelenie graficky. Hodnota 6 je lubovolny estimator, v na-
som pripade to je bud odhad regresnej funkcie v bode Xy(oznacime 7x,), alebo
odhad regresného koeficientu f;(oznac¢ime by). V nasledujicom grafe celé roz-
delenie odhadov RM SE odhadu regresnej funkcie v bode Xy normujeme podla
hodnoty Monte Carlo odhadu a ziskavame ZNeve a 7Bt podla vzorca
RMSE" " (fix,) — RMSE" (0
ZNaive _ ﬁﬁ) ]\;C (77Xo) : (313>
RMSE  (ix,)

_—— Boot _——_ MC
RMSE — (iix,) — RMSE  (x,)
— M
RMSE" (ix,)
kde 7)x, je odhad regresnej funkcie v bode Xy. Vo vyslednom obrazku 3.1 zobra-
zime jadrovy odhad hustoty ZNeve a ZBoot Na obrazku 4.1a vidime, Ze naivny
a bootstrapovy odhad skoro dokonale kopiruje hodnotu z MC simulacii. Je to
nieco, ¢o by sme ocakavali pri vanila modeli bez pouzitia akejkolvek data ana-
lytickej funkcie. Ku kazdému modelu budeme zobrazovat tabulku s konkrétnymi
vysledkami simulacii pred aj po pouziti jednotlivych DAF samostatne. Hodnoty
v nasledujucej tabulke 3.3 a dalsich tabulkach budu vypocitane v bode medidnov
rozdelenia odhadov, i ked pri niektorych dvojvrcholovych rozdeleniach median
nemusi byt najlepsia statistika.
Po jednotlivom aplikovani data analytickych funkci vidime, Ze naivny odhad
RMSE je podhodnoteny pri odstranovani vzdialenych a vplyvnych pozorovani

7/Boot — : (3.14)
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| 1 ---- Naivny [ --. Naivny

/| v | — Bootstrap ro — Bootstrap

(a) Neboli pouzité DAF. (b) Pouzita iba DAF1.

Obr. 3.1: Hustota rozdelenia ZN%v¢ a ZB°! pre vanila model bez aplikovania
akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 samostatne.

e Naivny
---- Naivny aivny

— Bootst
— Bootstrap ootstrap

-15 -10 -05 00 05 10 -05 00

(a) Pouzita iba DAF2. (b) Pouzita iba DAF3.

Obr. 3.2: Hustota rozdelenia ZVv¢ a 7B pre vanila model s aplikovanim DAF2
a DAF3 samostatne.
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3.1b a pri transformaécii vysvetlovanej premennej 3.2a. Naopak bootstrapovy od-
had RMSFE celkom dobre kopiruje hodnotu Monte Carlo odhadu RMSFE od-
hadu regresnej funkcie v bode aj po aplikovani jednotlivych DAF, obzvlast je
lepsi vysledok pri DAF1. Co je trochu prekvapivé pretoze ocakévali by sme, ze
na ziskanie vysledného modelu nebudt jednotlivé data analytické funkcie pozme-
novat vyrazne nase data a model. Po kratkej analyze vypoctu zistujeme, ze v
44% pripadov vystavby regresného modelu bola pouzitd transformacia odozvy -
bud odmocnina alebo logaritmus. Pri pouziti DAF3 vidime, ze obrazky 3.1a a
3.2b su skoro totozné. Z toho vyplyva, ze pri vybere premennych metoda spéatne;j
eliminacie ponechala vo vac¢sine pripadov vsetky premenné modelu.

3.1.2 Nelinearny model

Dalej simulujeme nelinedrny model, ktory je v nasej praci definovany nasle-
dovne

yi = exp{(Bo + Prxi1 + Pazia + Bais + Paxia + Bsis)/5} + €. (3.15)

Déta vygnerované z tohto modelu odhadneme linearnym modelom pomocou me-
tody najmensich stvorcov. Ocakavame, ze kedze sa data pochadzajice z neline-
arného modelu snazime odhadnuf linearnym modelom 3.2, bude odhad RMSE
ziskany Monte Carlo metodou vyrazne odlisny ako naivny odhad a odhad RMSE
ziskany metodou Bootstrap. Vysledky simulacii mame v tabulke 3.4. Pri absencii
DAF sa potvrdil nas tsudok nestladu hodnot z Monte Carlo metédy a naivného
a bootstrapového odhadu. Naivny a bootstrapovy odhad st priblizne rovnaké,
Monte Carlo odhad je vyrazne vyssi. Na nasledujicej tabulke 3.4 si ukazeme
aky vplyv na odhad RMSE odhadu regresnej funkcie maju osobitne pouzité
DAF. Teda aplikujeme najprv iba odstranenie vzdialenych a vplyvnych pozoro-
vani(DAF1) a odhadneme RM SE. Potom proces opakujeme s tym, Ze aplikujeme
iba DAF, ktora hladd vhodnu transforméciu(DAF2) vysvetlovanej premenne;j.
Takisto simulujeme iba pouzitie DAF, ktord robi vyber premennych(DAF3) do
modelu na zéklade AIC statistiky. Vyrazny odklon naivného odhadu RMSE od
skutocnej hodnoty nastava uz pri aplikovani data analytickej funkcie, ktora od-
strani outliery a vplyvné pozorovania(DAF2)(MC:0.716 oproti naivnému:0.527)
a dalej sa prehlbuje krok po kroku vyberom premennych(DAF3) na zaklade
AIC(MC:0.509 oproti naivnému:0.293). V tomto pripade sme vyskusali aplikovat
odstranenie vzdialenych a vplyvnych pozorovani a zaroven transformacie(DAF1
a DAF2). Vysledok(MC:0.717 oproti naivnému:0.460) ukazuje, Ze pri aplikovani
viac ako jednej DAF sa rozdiel medzi skutocnou hodnotou reprezentovanou Monte
Carlo odhadom a naivnym odhadom prehlbuje zatial ¢o bootstrapovy odhad skoro
dokonale presne kopiruje hodnotu odhadu pomocou Monte Carlo metody.

Po aplikovani jednotlivych DAF samostatne je pri nelinearnom modeli vidiet, Ze
bootstrapovy odhad RMSE méa vrchol rozdelenia blizsie skutoénému odhadu,
respektive je menej vychyleny pri pouziti DAF1 vid. 3.3b, DAF2 vid. 3.4a aj
DAF3 vid. 3.4b. Hodnota RM SFE ziskana pomocou Monte Carlo simuldcii z hla-
diska medianu je u jednotlivych DAF okrem vyberu premennych DAF3 najvys-
sia. Bootstrapovy odhad je vo vsSetkych pripadoch pouzitia DAF blizsi skutoc¢nej
hodnote RMSFE odhadu regresnej funkcie nez naivny odhad. V pripade, ze by

30



“o Naivny ---- Naivny
— Bootst
ootstrap —— Bootstrap
(a) Neboli pouzité DAF. (b) Pouzita iba DAF1.

Obr. 3.3: Hustota rozdelenia ZV%v¢ a ZB%?" pre nelinedrny model bez aplikovania
akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 samostatne.

---- Naivny ---- Naivny
— Bootstrap —— Bootstrap
2 N
! \
/ \
! \
! \
/! \
/
//
—1‘5 —1‘0 7(;5 0.0 0‘5 1‘.0 —1;5 0.0 0‘5 1‘0
(a) Pouzita iba DAF2. (b) Pouzita iba DAF3.

Obr. 3.4: Hustota rozdelenia ZN%ve a ZB%! pre nelinedrny model s aplikovanim
DAF2 a DAF3 samostatne.
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| Medidn

RMSE(@) Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3 | DAF1 a DAF2
Monte Carlo 0.648 0.716 | 0.647 | 0.509 0.717
Naivny 0.589 0.527 | 0.514 | 0.293 0.460
Bootstrap 0.584 0.712 | 0.594 | 0.612 0.718

Tabulka 3.4: Nelinedrny model - Hodnoty odhadu RM SE odhadu regresnej fun-
kcie na zaklade Monte Carlo metoédy, naivného pristupu a bootstrapového pri-
stupu bez a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne.

sme porovnavali hodnotu vychylenia, kde sa nachadza vrchol rozdelenia, zistili by
sme, ze vrchol bootstrapového rozdelenia je blizsie skuto¢nej hodnote ako vrchol
rozdelenia naivného odhadu aj napriek tomu, ze u DAF3 medidan nadhodnocuje
skutoéni hodnotu. Za zmienku stoji aj vysledok po pouziti transformacie vysvet-
fovanej premennej 3.4a. Vidime, Ze naivny odhad ma dvojvrcholové rozdelenie,
¢oz bolo spdsobené transforméaciou. Vyssi vrchol relativne presne aproximuje sku-
tocnt hodnotu RM S E odhadu regresnej funkcie. V tomto pripade nie je pouzitie
medianu rozdelenia odhadov RM SE najlepsi indikator. Bootstrapovy odhad nie
je dokonaly ale u nelinearného modelu je lepsi ako naivny odhad pri porovnavani
vychylenia vrcholov rozdelenia odhadu RM SE odhadu regresnej funkcie.

3.1.3 Hetero model

Dalsfm modelom je heteroskedasticky model, skratene hetero model. Model
s konstantnym rozptylom sa verbalne oznacuje ako homoskedasticky model. V
pripade nekonstantného rozptylu hovorime o heteroskedastickom modeli [6]. De-
finujeme teda model s nekonstantnym rozptylom nasledovne

5
Y = Bo + Brxi + BaTio + B3xiz + Batia + Psis + Z BiTij€ (3.16)

J=1

pre i = 1,...,n, kde x;; s hodnoty generované z nahodnych veli¢in X; ~ U(0,0.2),
teda z rovnomerného rozdelenia z intervalu (0,0.2). Vidime, ze posledna zlozka
modelu 3.16 udava vahu chybovej zlozky w; = Z?Zl Bjxi;. S meniacou sa hodno-
tou w; sa nasledne meni aj variabilita celého modelu. Tentokrat vidime, ze naivny
a bootstrapovy odhad RMSFE odhadu regresnej funkcie neaproximuju skutoénu
hodnotu tak presne ako u inych modeloch. Vysledok sa nezmeni ani po zvyseni
vyberov, ze skutoc¢ne bootstrapovy odhad je lepsi oproti naivnému aj ked neapli-
kujeme ziadnu data analytickt funkciu. Na tento pripad pouzijeme 2000 simulécii
a 1000 bootstrapovych vyberov, pocet dat n = 50 ponechame rovnaky. Z tabulky
3.5 vidiet, Ze s presnejsim vypoctom su len minimalne odchylky od simulécii s
poc¢tom 500. Rozdelenie odhadov bolo takmer identické grafu 3.5a, preto sme sa
rozhodli ho nezobrazit. V pripade, ze nepouzijeme ziadne DAF, naivny odhad
mé uzsie rozdelenie a bootstrapovy odhad mé o nieco tazsie chvosty. Ciselne ma
median bootstrapového odhadu vo vsetkych pripadoch blizsie k hodnote Monte
Carlo odhadu teda ku skutocnému odhadu. Najvacsi rozdiel naivného odhadu
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RMSE a skutoéného RMSFE je v pripade pouzitia funkcie vyberu premennych,
teda DAF3.

|

Median
RMSE(0) Bez DAF | Bez DAF(2000 simulécii) | DAF1 | DAF2 | DAF3
Monte Carlo 0.351 0.352 0.405 | 0.357 | 0.344
Naivny 0.304 0.304 0.267 | 0.256 | 0.168
Bootstrap 0.333 0.333 0.415 | 0.340 | 0.353

Tabulka 3.5: Hetero model - Hodnoty odhadu RMSE odhadu regresnej funkcie
na zaklade Monte Carlo metddy, naivného pristupu a bootstrapového pristupu

bez a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne.

F ---- Naivny
Fo — Bootstrap

---- Naivny
— Bootstrap

(a) Neboli pouzité DAF. (b) Pouzita iba DAF1.

Obr. 3.5: Hustota rozdelenia ZV%v¢ a ZB%! pre hetero model bez aplikovania

akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 samostatne.
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---- Naivny
-~ Naivny — Bootstrap
— Bootstrap
//\\
! ‘\
// \\
// \‘\
!
// \\
/ \
1
//
(a) Pouzita iba DAF2. (b) Pouzita iba DAF3.

Obr. 3.6: Hustota rozdelenia ZV%v¢ g, Z5°! pre hetero model s aplikovanim DAF2
a DAF3 samostatne.

Po aplikovani jednotlivych DAF je u hetero modelu bootstrapovy odhad vyrazne
lepsi ako naivny. Je to vidiet uz po aplikovani prvej data analytickej funkcie DAF1,
vid. 3.5b, ktora odstrani z modelu outliery a vplyvné pozorovania a pri aplikovani
dalsich funkcii je rozdiel viac a viac viditelny. U DAF2, vid. 3.6a, sa znova opa-
kuje pripad ako u nelinearného modelu a sice to, zZe na nasom datovom stibore nie
je rozdelenie naivého odhadu RM S E unimodalne, rozdelenie bootstrapového od-
hadu naopak je unimodélne, ¢o méze zjednodusit urcenie najpravdepodobnejsej
hodnoty odhadu RM SE. Bootstrapovy odhad RM SE jemne nadhodnocuje sku-
tocnu hodnotu pri pouziti DAF1 a DAF2 samostatne. Vyrazny rozdiel je vidiet
pri pouziti DAF3, vid. obrazok 3.6b. Pri grafickom rozdeleni aj pri jednotlivych
hodnotach medianu je jasne vidiet, Ze bootstrapovy odhad je lepsi ako naivny

odhad.

3.1.4 Kolinearny model

Postupime dalej k simulaciam kolinedrného modelu. Dve ndhodné veli¢iny X;
a Xy su presne kolinedrne, alebo linearne zavislé, ak existuje linearna rovnica

Cle + CQXQ = Cp, (317)

takd, ze pre nejaké konStanty cp,c; a cp tato rovnica plati pre vsetky déta [2].
Multikolinearita podobne ako kolinearita oznacuje situaciu, kedy viac ako dve
premenné maji medzi sebou linedrny vztah [3]. Kolinearny model definujeme
nasledovne:

Yi = Bo + Brxa + Paxia + Batiz + €, (3.18)

kde x;; st hodnoty generované z ndhodnej veli¢iny X, vid. 3.19, x;5 st hodnoty
generované z nahodnej veli¢iny Xs, vid. 3.20, a hodnoty z;3 si generované z
nahodnej veli¢iny X3, vid. 3.21,
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X, ~ N(0,1) (3.19)
XQ, X3 ~ N(0,00l) - X1 (320)

e; ~ N(0,1). (3.21)
Z definicie a ndzvu modelu sa da usudit, ze je pritomna v datach multikolinearita.
Kolinedrny model ma pri simulaciach bez pouzitia data analytickych funkci blizke
hodnoty odhadu RMSFE ku skutoénej hodnote RMSE, ale rozhodne je medzi
nimi vidiet rozdiel, obzvlast u bootstrapoveého odhadu RMSE.

\ Medidn
RMSE(A) | Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3
Monte Carlo | 4.236 | 4.680 | 5.223 | 3.043

Naivny 4.179 3.770 | 3.586 | 0.148
Bootstrap 4.075 4917 | 4.671 | 4.128

Tabulka 3.6: Kolinedrny model - Hodnoty odhadu RM SE odhadu regresnej fun-
kcie na zaklade Monte Carlo metddy, naivného pristupu a bootstrapového pri-
stupu bez a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne.

/| ---- Naivny
N/

---- Naivny

\'1 — Bootstrap
|

— Bootstrap

(a) Bez pouzitia DAF. (b) Pouzitd iba DAF1.

Obr. 3.7: Hustota rozdelenia ZV%v¢ a ZB%?% pre kolinedrny model bez aplikovania
akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 samostatne.

Po aplikovani jednotlivych DAF vidime v tabulke 3.6, Ze naivny odhad vyrazne
podhodnocuje skutoc¢ni hodnotu RMSFE. Median bootstrapového odhadu v 2
pripadoch(DAF1 a DAF3) zas nadhodnocuje odhad. Treba tiez dodat, ze roz-
delenie naivného estimatora pri pouziti DAF2, vid. obrazok 3.6a, znova nie je
unimodalne. Pri pouziti iba DAF3 nas algoritmus zlyhal pri naivhom odhade
RMSFE odhadu regresnej funkcie. Preto na obréazku 3.8b je zobrazené iba rozde-
lenie ZBoot,
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-- Naivny
— Bootstrap

Bootstrap

(a) Pouzita iba DAF2. (b) Pouzita iba DAF3.

Obr. 3.8: Hustota rozdelenia ZN%v¢ 5 ZB° pre kolinearny model s aplikovanim

DAF2 a DAF3 samostatne.

3.1.5 Nasyteny model

Co sa tyka nasyteného modelu, v tomto pripade ukézeme ako presne aproxi-
muje naivny pristup a metéda bootstrap na pocet dat n = 30, n = 50 a zaroven
vysoky pocet premennych p = 15. Definujeme nasyteny model nasledovne

Yi = Bo + Bz + Bamio + B3Tis + Batia + PsTis
+ Bewis + Brair + Bsxis + Boxio + Proxito + LuiTin
+ Braie + PrsTis + Bratiig + Pisxins + €, (3.22)

pre i = 1,...,n, kde mame 16 regresnych koeficientov fy,...,515 a 15 vysvetlujicich
premennych. Hodnoty z;; st generované z ndhodnych veli¢in X; pre j = 1,...,15,
ktoré maju normadlne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym
rozptylom. Zacneme pre n = 30. Z hodndt zo simulécii, kde sme nepouzili ziadne
DAF vidime, Ze naivny odhad je velmi blizky skoro skuto¢nej hodnote ale boots-

trapovy odhad je uplne inde nez by mal byf, je silno nadhodnoteny.

‘ Median
RMSE() | Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3
Monte Carlo | 0.328 | 0.399 | 0.734 | 0.336
Naivny 0.314 | 0.248 | 0.00037 | 0.312
Bootstrap 0.985 |29.745 | 2.410 | 0.988

Tabulka 3.7: Nasyteny model - Hodnoty odhadu RM S E odhadu regresnej funkcie
na zaklade Monte Carlo metody, naivného pristupu a bootstrapového pristupu
bez a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne, pocet pozorovani n = 30.

Po aplikovani jednotlivych DAF vidime v tabulke 3.7, Ze problém s odhadom po-
mocou bootstrapu je problematicky pri n = 30 a p = 15. Po aplikovani DAF1 je
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rozdiel este viac dramaticky, zhruba 75-krat nadhodnocuje Monte Carlo odhad,
teda skuto¢nt hodnotu, jednoducho zlyhava. Naopak naivny odhad aproximuje
odhad RMSFE odhadu regresnej funkcie relativne dobre, zlyhava iba pri apli-
kovani transformécii(DAF2). Konstatujeme, ze bootstrap nezvlada velky pomer
premennych na malé mnozstvo dat a vysoko nadhodnocuje odhad RMSE. Teda
je pre nasyteny model nevhodny. 7Z dévodu velkych rozdielov v hodnotach neiva-
dzame grafické rozdelenie jednotlivych odhadov.

Dalej vyskuSame podobni simuldciu pre nasyteny model ale s po¢tom pozo-
rovani n = 50, pocet premennych p = 15 zostava rovnaky. Vo vsetkych pouzitych
DAF je odhad metédou bootstrap nadhodnoteny. Ukazuje sa, ze Bootstrap nie
je schopny dodat uspokojivé vysledky pri nasytenom modeli. Z tabulky 3.8 a
obrazkoch 3.9 a 3.10 usudzujeme, ze naivny odhad je pri tomto modeli s 50 pozo-
rovaniami lepsi ako bootstrapovy odhad v pripade, Ze nepouzijeme ziadnu DAF
a v pripade, ked pouzijeme vyber premennych(DAF3).

\ Medidn
RMSE(A) | Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3
Monte Carlo | 0.201 | 0.227 | 0.293 | 0.201

Naivny 0.209 0.184 | 0.185 | 0.209
Bootstrap 0.246 0.343 | 0.524 | 0.251

Tabulka 3.8: Nasyteny model - Hodnoty odhadu RM S E odhadu regresnej funkcie
na zaklade Monte Carlo metédy, naivného pristupu a bootstrapového pristupu
bez a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne, pocet pozorovani n = 50.

“ Naivny ! ---- Naivny

\ — Bootstrap \ — Bootstrap

T T T T
-05 00 05 10 15 -05 00 05 10

(a) Bez pouzitia DAF. (b) Pouzita iba DAF1.

Obr. 3.9: Hustota rozdelenia ZVN%v¢ a ZB°! pre nasyteny model bez aplikovania
akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 samostatne, n = 50.

37



A ---- Naivny 1
I
1 ---- Naivny
!
' — Bootstrap

! \
‘o — Bootstrap

(a) Pouzita iba DAF2. (b) Pouzita iba DAF3.

a ZPB%! pre nasyteny model s aplikovanim

Obr. 3.10: Hustota rozdelenia ZNaive
DAF2 a DAF3 samostatne, n = 50.

3.2 Efekt

V predchédzajtcej sekcii sme sa zaoberali s akou velkou presnostou odhaduje
naivny a bootstrapovy odhad RM SFE skutotné RM SE odhadu regresnej funkcie
v ur¢itom bode. Teraz sa zameriame na podobnu analyzu s tym, Ze tentokrat
sa pokusime aproximovat RMSFE odhadu regresného koeficienta [, respektive

efekt 1. Vseobecne vypocitame efekt 5; podla [10] ako
(3.23)

Biekt(55) = -0 |t + 3= A || X = o,

kde 77— je derivacia podla j-tej vysvetlujicej premenne;. Dalej ¢~! je inverzna
funkc:la z 3.1 a f je funkcia takisto z 3.1. V nasom pripade, ked chceme zistit 3;
dosadime za j = 1. V pripade, Ze g, f; st identity, potom Efekt(f;) st klasické
B; regresné koeficienty. Znova v simuldciach vyskuSame viaceré modely. A takisto
ako pri aproximacii odhadu RM SFE odhadu regresnej funkcie definujeme normo-
vané Statistiky pre odhad RMSE odhadu Efekt(;) a to VNaive q VBoot  ktoré
nam zjednodusia posudit presnost aproximéacie oproti skutocnej hodnote, ktora
je reprezentovana Monte Carlo odhadom RM SE. Definujeme VN#ive g Y Boot ako

—— Naive — MC
- RMSFE b)) — RMSFE b
VNawe _ /(1\) e ( 1)’ (324)
RMSE (b
_——_ Boot _—— MC
RMSFE b)) — RMSFE b
VBOOt — /(i vee ( 1)’ (325)
RMSE (b))

kde b; je odhad regresného koeficientu f.
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3.2.1 Vanila model

Zacneme s vanila modelom. 7 tabulky 3.9 a obrazkoch 3.11b a 3.12a pozoru-
jeme vyznamne lepsi vysledok bootstrapového odhadu oproti naivnému odhadu.
Vseobecne hodnotime bootstrapovy odhad nadradeny naivnému odhadu pri od-
hade RM SE odhadu regresného parametru 3; vo vanila modeli. Rovnako ako pri
odhade RMSFE odhadu regresnej funkcie nie je vidiet rozdiel medzi obrazkami
3.11a a 3.12b, z ¢oho usudzujeme, Ze neboli eliminované ziadne premenné z pr-
votného modelu. Situdcia, ktora by sme oc¢akavali pri odhadovani modelu z dat

z vanila modelu.
‘ Mediin
RMSE() | Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3
Monte Carlo | 0.154 | 0.171 | 0.333 | 0.154

Naivny 0.151 0.135 | 0.134 | 0.151
Bootstrap 0.148 0.179 | 0.351 | 0.148

Tabulka 3.9: Vanila model - Hodnoty odhadu RM SFE odhadu parametru f; na
zaklade Monte Carlo metdody, naivného pristupu a bootstrapového pristupu bez
a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne.

| \ | ---- Naivny /A ---- Naivny

| \ | — Bootstrap v ! \ — Bootstrap

(a) Bez pouzitia DAF. (b) Pouzita iba DAF1.

Obr. 3.11: Hustota rozdelenia VY% 5 VB pre vanila model bez aplikovania
akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 samostatne.
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[ ---- Naivny 7\ | ---- Naivny
Do — Bootstrap i \ | — Bootstrap

(a) Pouzita iba DAF2. (b) Pouzita iba DAF3.

Obr. 3.12: Hustota rozdelenia VN%ve g VB pre vanila model s aplikovanim
DAF2 a DAF3 samostatne.

3.2.2 Nelinearny model

Pri nelinedArnom modeli v sekcii 3.1 sme zmienili, Ze kedze predpokladame,
ze data boli ziskané z linearného modelu ale v skutocnosti boli generované z
nelinearného modelu, ocakavame nesiilad medzi Monte Carlo odhadom RM SE na
jednej strane a naivnym a boostrapovym odhadom RM S E na strane druhej. Tato
uvaha sa nam potvrdila uz pri odhadovani RMSE odhadu regresnej funkcie a pri
odhadovani RM S E odhadu regresného parametra ; sme znova mohli pozorovat
diskrepanciu medzi tymito odhadmi.

‘ Median
RMSE() | Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3
Monte Carlo | 2.816 | 3.053 | 2.836 | 3.957

Naivny 2.589 2.356 | 2.328 | 2.431
Bootstrap 2.562 3.153 | 3.058 | 4.595

Tabulka 3.10: Nelinearny model - Hodnoty odhadu RMSE odhadu parametru
B1 na zaklade Monte Carlo metédy, naivného pristupu a bootstrapového pristupu
bez a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne.
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---- Naivny A ---- Naivny
— Bootstrap P — Bootstrap

(a) Bez pouzitia DAF. (b) Pouzitd iba DAF1.

Obr. 3.13: Hustota rozdelenia VN 3 1789 pre nelinedrny model bez aplikovania
akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 samostatne.

---- Naivny ---- Naivny

— Bootstrap — Bootstrap

-10 -05 00 05 10

(a) Pouzita iba DAF2. (b) Pouzita iba DAF3.

Obr. 3.14: Hustota rozdelenia VNev¢ o /B! pre nelinedrny model s aplikovanim
DAF2 a DAF3 samostatne.

Podobne ako u vanila modelu konstatujeme, ze bootstrapovy odhad je jedno-
znacne lepsi v pripade pouzitia DAF1, vid 3.13b, a DAF2, vid 3.14a. U DAF2, vid
3.14a, znova ako pri odhade RMSE odhadu regresnej funkcie nema naivny odhad
unimodalne rozdelenie. Aj pri nelinedrnom modeli na zaklade hodn6t medianu
a jednotlivych obrazkoch 3.13 a 3.14 povazujeme bootstrap za vhodni metédu
aproximovania skuto¢nej hodnoty RMSE odhadu regresného parametru ;. Pri
pouziti DAF3, teda vyberu premennych, ma rozdelenie bootstrapovych odhadov
RMSFE tazké chvosty, avsak median tohto rozdelenia aproximuje skutoéni hod-
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notu RMSFE lepsie ako median rozdelenia naivnych hodnot.

3.2.3 Hetero model

Pripominame, Ze hetero model 3.16 méa oproti vanila modelu roznu vahu chy-
bovej zlozky w; = Z§:1 B fi(zi;), ktord spésobuje nekonstantny rozptyl, respek-
tive heteroskedasticitu.

| Medin
RMSE() | Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3

Monte Carlo 1.381 1.463 | 2.011 | 1.716
Naivny 1.346 1.167 | 1.112 | 1.257
Bootstrap 1.326 1.612 | 2.652 | 1.857

Tabulka 3.11: Hetero model - Hodnoty odhadu RM SE odhadu parametru 5, na
zaklade Monte Carlo metddy, naivného pristupu a bootstrapového pristupu bez
a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne.

Vseobecne z obrazkov 3.15 a 3.16 nas zaujal fakt, Ze rozdelenie bootstrapovych
odhadov je Sirsie(respektive ma tazsie chvosty) ako rozdelenie naivnych odhadov.
Pri pouziti DAF2 3.16a sme dostali rovnako ako pri odhade RMSFE odhadu
regresnej funkcie dovjvrcholové rozdelenie naivného odhadu.

s ° /"\

/-~ Naivny roN - Naivny
Pl / \ ivny

/ \ \
/|1 | — Bootstrap o ',’ ! — Bootstrap

(a) Bez pouzitia DAF. (b) Pouzitd iba DAF1.

Obr. 3.15: Hustota rozdelenia VNve g VB! pre hetero model bez aplikovania
akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 samostatne.
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---- Naivny ---- Naivny
— Bootstrap

— Bootstrap

-

(a) Pouzita iba DAF2. (b) Pouzita iba DAF3.

Obr. 3.16: Hustota rozdelenia VNev¢ a VB! pre hetero model s aplikovanim
DAF2 a DAF3 samostatne.

V pripade, Ze zoberieme do tivahy kombinaciu vysledkov z tabulky 3.11 a obrazkov
3.15 a 3.16, povazujeme bootstrapovy odhad za lepsi, pretoze vrcholy bootstra-
pového rozdelenia su blizsie skuto¢nej hodnote a mediany rozdelenia, i ked casto

nadhodnotené, s takisto blizsie skutocnej hodnote, teda odhadu RMSE metédou
Monte Carlo odhadu regresného koeficientu f;.

3.2.4 Kolinearny model

Postupujeme v analyze kolinedarného modelu. Pouzivame rovnaky model ako
v sekcii 3.1. Z tabulky 3.12 je jasne vidiet zlyhanie Monte Carlo odhadu aj bo-
otstrapového odhadu pri pouziti DAF2. Hodnoty Monte Carla odhadu a boots-
trapového odhadu st nezmyselné, preto sme obrazok s rozdelenim jednotlivych
odhadov pri pouziti DAF2 nezobrazili. Naopak pri pouziti DAF3 zlyhava naivny

odhad, ktory hlboko podhodnocuje skutoé¢ni hodnotu a navyse jeho rozdelenie
nie je unimodalne.

‘ Medidn
RMSE() | Bez DAF | DAF1 DAF?2 DAF3
Monte Carlo | 21.213 | 23.414 | 1.161x10® | 16.442
Naivny 20.915 | 18.820 18.458 0.157
Bootstrap 20.388 | 24.542 | 11 804 307 232 | 21.849

Tabulka 3.12: Kolinedrny model - Hodnoty odhadu RMSFE odhadu parametru
f1 na zaklade Monte Carlo metédy, naivného pristupu a bootstrapového pristupu
bez a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne.

43



---- Naivny ---- Naivny ‘,‘\\, ---- Naivny

— Bootstrap

— Bootstrap

— Bootstrap

(a) Bez pouzitia DAF. (b) Pouzité iba DAF1. (c) Pouzitd iba DAF3.

Obr. 3.17: Hustota rozdelenia VNeive 3 1789 pre kolinedrny model bez aplikovania
akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 a DAF3 samostatne.

3.2.5 Nasyteny model

U nasyteného modelu mame p = 15 premennych. Najprv budeme simulovat
n = 30 a néasledne n = 50 pozorovani. Pre n = 30 st vysledky pre bootstrapovy
odhad chaotické. Nedavaji zmysel hlavne pri pouziti DAF1 a DAF2. Usudzu-
jeme, ze po pouziti DAF1 a DAF2 bootstrap zlyhava pre n = 30. Naivny odhad
RMSE je zhruba 10-nasobne podhodnoteny. Pri n = 50 situacia nie je o moc
lepsia, tentokrat bootstrap zlyhava iba pri DAF2(preto nezobrazujeme graf pri
pouziti DAF2), inak je spolu s naivinym odhadom RM SFE asi 10-nasobne podhod-
noteny. Usudzujeme, ze naivny a bootstrapovy odhad RM SFE odhadu regresného
parametru i nie je presnd aproximacia skutocnej hodnoty RMSFE odhadu re-
gresného parametru f;.

‘ Median
RMSE(D) Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3
Monte Carlo, n = 30 2.016 2.028 2.185 2.009
Naivny, n = 30 0.252 | 0201 | 0249 | 0.251
Bootstrap, n = 30 0.806 | 26.698 | 48 458.98 | 0.815
Monte Carlo, n = 50 | 1.999 | 2.001 | 2296 | 1.999
Naivny, n = 50 0.171 | 0.151 | 0.156 | 0.171
Bootstrap, n = 50 0.206 | 0.284 | 328.328 | 0.206

Tabulka 3.13: Nasyteny model - Hodnoty odhadu RM SE odhadu parametru [,
na zaklade Monte Carlo metddy, naivného pristupu a bootstrapového pristupu

bez a s aplikovanim jednotlivych DAF samostatne.
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---- Naivny ’,’\, ---- Naivny ---- Naivny

\
i |

— Bootstrap ’,’ { — Bootstrap ! \\ — Bootstrap
i I

(a) Bez pouzitia DAF. (b) Pouzité iba DAF1. (c) Pouzitd iba DAF3.

Obr. 3.18: Hustota rozdelenia VNv¢ g VB! pre nasyteny model bez aplikovania
akejkolvek DAF a s aplikovanim DAF1 a DAF3 samostatne, n = 50.

3.3 Algoritmus odhadu RMSE odhadu regres-
nej funkcie

Algoritmus implementovany v RStudiu a pouzity v predchadzajicej kapitole
strucne vysvetlime s pouzitim vanilla modelu. Kéd bude zamerany na odhad
RMSE odhadu regresnej funkcie v bode xy. Vypocet odhadu RMSE odhadu
regresného parametru f; je v zasade velmi podobny, dokonca jednoduchsi, pretoze
po ziskani finalného modelu uz pozname hodnotu b;.

Data generujeme pomocou funkcie rnorm so strednou hodnotou 0 a smero-
datnou odchylkou rovnou 1. sim je premennd funkcie vanilla a oznacuje pocet
simulovanych dat v jednotlivych datovych siboroch.

vanilla <- function(sim){

yy <- matrix(,nrow = sim, ncol = 6);

a <- rnorm(sim); b <- rnorm(sim); c <- rnorm(sim);
d <-rnorm(sim); e <- rnorm(sim)

res <- rnorm(sim)

y<-a+b+c+d+ e+ res

yy[,1] <= y; yy[,2] <= a; yy[,3] <= b;

yy[,4] <- c;yy[,5] <- d; yy[,6] <- e

return(yy)?}

Funkcia vanilla z kodu vyssie vygeneruje maticu yy, do ktorej postupne vkladame
vygenerované vektory, ktoré reprezentuju hodnoty vysvetlujicich premennych.
Nasledne po prvotnej iniciacii zakladnych premennych a funkei spustime hlavny
for cyklus, v ktorom vygenerujeme z modelu zakazdym datovy sibor o rovnakom
pocte pozorovani. Takyto datovy sibor oznac¢ime data_van.

data_van <- vanilla(pocdat)

Dostaneme datovi maticu, ktorda mé 50 riadkov a v kazdom riadku je jedna
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instancia vygenerovanych dat, teda hodnota odozvy a hodnoty jednotlivych vy-
svetlujicich premennych. Dalej zvy§ime hodnotu odozvy o nejaki konstantu, tak
aby vygenerované hodnoty odozvy boli nezdporné. V nasom kdde tito konstantu
oznac¢ime const. Robime to kvoli tomu, aby sme mohli dita transformovat pomo-
cou logaritmu a odmocniny v data analytickych funkciach. Pri generovani dat z
normalného rozdelenia totiz dostavame aj zaporné hodnoty a v pripade, Ze nasa
vysvetlovand premenna ma zaporni hodnotu nie je mozné ju zlogaritmovat ani
odmocnit, pretoze logaritmus a odmocnica zapornej hodnoty nie je definovana.
Dalej vytvorime prvotny model za t¢elom identifikicie vzdialenych a vplyvnych
pozorovani. Na pripomenutie, prvotny model je taky, ktory vznikne po odhad-
nuti dat, ktoré neboli nijako pozmenené, metdédou najmensich stvorcov. Funkcia
outlier__fun identifikuje vzdialené a vplyvné pozorovania

outlier_fun = function(model,pocetdat,mydata)q{

### X je regresna matica
X = mydatal,-1]

X1 = rep(1l,pocetdat)

X = as.matrix(cbind(X1,X))

### H je projekcna matica, di znaci Cookovu vzdialenost
H = X %) solve(t(X) %% X) %% t(X)

s2 <- summary(model)$sigma~2

swi <- c(seq(1,pocetdat))

di <- c(seq(1,pocetdat))

rezidua = as.matrix(resid(model))

rownames (rezidua) = seq(1l,pocetdat)

for (k in seq(1,pocetdat)) {

swilk] <-

sqrt (((pocetdat-p) *s2 - rezidualk]~2/(1-H[k,k]))/(pocetdat-p-1))
dil[k] = rezidualk] 2+H[k,k]/s2/p/(1-H[k,k])"2

}

### reswi su externe studentizovane rezidua
reswi <- c(seq(1l,pocetdat))

for (1 in seq(l,pocetdat)) {

reswil[l] <- rezidualll/sqrt((1-H[1,1]))/swil[l]
}

bonf_kv = qt(0.975/pocetdat,pocetdat-p-1)
c_points = which(di > 1)

outlier_points = which(abs(reswi) > abs(bonf_kv))
outlier_points = c(outlier_points, c_points)
outlier_points = unique(outlier_points)

d=c(d,di)

return(outlier_points)}

Vysledkom je zoznam vzdialenych a vplyvnych pozorovani. Vzdialené pozoro-
vania(outliery) st poc¢itané pomocou externe studentizovanych rezidui a nasledne
tieto hodnoty pomocou bonferoniho korekce 1.3.1 identifikuju vzdialené pozorova-
nia. Podobne pri zistovani vplyvnych pozorovani pouzijeme Cookovi vzdialenost,
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ktora ak je vacsia ako 1 oznacuje vplyvné pozorovanie. V nasom kode st externe
studentizované rezidud oznacené ako reswi a Cookova vzdialenost ako di.

Vyber premennych modelu je urcéeny na zaklade hodnoty AIC. V R prog-
rame mame balicek olsrr, ktory obsahuje uz naprogramovanua funkciu ols stepaic
backward, vid. 1.3.4, a ols stepaic forward, vid. 1.3.4, funkciu. Rozdiel v tychto
funkciach je ten, ze prva funkcia zacina s plnym modelom a postupne podla hod-
noty AIC vyraduje premenné, ktoré po vyradeni z modelu najviac znizia hodnoty
AIC statistiky. V kazdom kroku sktisa akit hodnotu AIC statistiky by mal model
bez urcitej vysvetlujicej premennej. Takto vyskusa vsetky vysvetlujice premenné
a vybera taky model, ktory ma bez urc¢itej vysvetlujticej premennej zo vsetkych
vysvetlujucich premennych najnizsiu hodnotu AIC statistiky. Ols stepaic forward
zaCina s modelom bez vysvetlujicich premennych, iba s konstantou. Postupne
pridava premenné, podla toho, ktora najviac znizia hodnotu AIC statistiky mo-
delu. Do funkcie vstupuje stucasny model a vysledkom tejto funkcie je model,
ktory obsahuje iba premenné opisané pomocou metédy v 1.3.4 teda iba vybrané
premenné podla opisaného postupu. Funkcia aicback ako vystupni hodnotu vyda
odhadnuty model, na ktory bola aplikované spéatna elimina¢na metéda, teda vy-
ber premennych.

aicback <- function(model,daata){

pomll <- ols_stepaic_backward(model, details = FALSE)
k <- pomli$predictors

if(is.null(k)) return(model) else

{pom11 <- update(as.formula(model),
as.formula(paste(’.~.’,’-’ ,paste(k,collapse = ’-?))));
pomll = Im(pomll,daata)

return(pom11)}}

Funkcia aicforw aplikuje metédu postupného vyberu premennych na zéklade
AIC.

aicforw <- function(model){
pomforl <- ols_stepaic_forward(model, details = FALSE)
1 <- pomfori$predictors
pomfor2 <- update(model,as.formula(paste(’y ~’,paste(l,collapse =
+7))))
return(pomfor2)

}

Dalej st tieto funkcie pouzité v hlavnom aj vo vnitornom for cykle. Funkcia
tryCatch je kvoli tomu, aby ked funkcia ols stepaic backward nevyradi ziadnu
premennt zvladla bez chyby vratif vysledny neredukovany model. Premenna fi-
nal_mod udava finalny model.

final_mod <- tryCatch(aicback(van_model_new,bc_data_van2),
error = function(e) final mod = aicforw(van_model_new))

Nasleduje hlavné telo programu a ten sa skladd z dvoch for cyklov, jeden vnoreny
vo vnutri toho druhého. Postupne st aplikované data analytické funkcie v poradi
ako sme opisali v kapitole 1.3. Transformécia spoc¢iva v porovnani modelu, ktory
ma najnizsiu Sikmost rezidui. Porovname 3 modely, klasicky netransformovany,
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taky, v ktorom je zlogaritmovana odozva a taky, v ktorom je odmocnena odozva.

van_model2 <- 1m(y ~ vanxl + vanx2 + + vanx3 + vanx4 + vanxb5, data =

= bc_data_van?2)

van_model3 = 1m(log(y) ~ vanxl + vanx2 + vanx3 + vanx4 + vanx5, data =
= bc_data_van?2)

van_model4 = Im(sqrt(y) ~ vanxl + vanx2 + vanx3 + vanx4 + vanxb5, data =
= bc_data_van?2)

82 = skewness(residuals(van_model2))

s3 = skewness(residuals(van_model3))

s4 = skewness(residuals(van_model4d))

s = c("s2", "s3", "s4") [which.min(c(abs(s2),abs(s3),abs(s4)))]

if(s == "s3") final_mod = van_model3 else

if(s == "s4") final_mod = van_model4d else

final mod = van_model2

Z findlného modelu uré¢ime odhad regresnej funkcie v bode x ako

### theta_i je odhad regresnej funkcie v bode x0 = (0.2,0.2,...,0.2)
theta_i <- predict(final_mod, x0, se.fit = TRUE).

aive A

Hodnotu RmEMC(é) vypocitame podla vzorca 3.3. Hodnotu RmEN (0)
ziskame ako median rozdelenia odhadov smerodatnych odchyliek odhadu regres-
nej funkcie v bode xy. Rozdelenie smerodatnych odchyliek odhadu regresnej fun-
kcie v bode xq ziskam zdruzenim hodndt

naive_theta_i = theta_i$se.fit.

—— Boot « —— MC «
Hodnotu RMSE () ziskame podobne ako RMSE  (6) vo vnorenom for
cykle. Vnoreny for cyklus ma skoro rovnaky kod ako hlavny for cyklus len s takym
rozdielom, ze data st bootstrapovym vyberom z prvotného datového siboru a pri

—— Boot « A~
vypocte RMSE  (0) podla vzorca 3.4 za hodnotu 6 pouzijeme odhad regresnej
funkcie v bode x ziskany z odhadnutého modelu z hlavného for cyklu.

3.4 Vypoctova naroc¢nost

Pripomenme, 7Ze nase analyzy bezali pri pocte dat n = 50(respektive aj n = 30
pre nasyteny model), poctu simuldcii 500 a pocte bootstrapovych vyberov pre
kazdu simuldciu 100. Simulacie bezali vo viacerych variantach, prva bola bez ap-
likovania data analytickych funkci a dalSie boli s jednotlivym aplikovanim DAF
samostatne. To znamend, ze simulacia pre jeden model s jednou variantou pouzi-
tej DAF vypocitala 100 * 500 = 50000 odhadnutych modelov, kazdy na zaklade
iného datového stboru. Celkovo sme teda pre kazdy model(s vynimkou nasyte-
ného modelu) robili 8 simulécii, z toho 4 pre odhad RMSE odhadu regresnej
funkcie a 4 pre odhad RM S E odhadu regresného parametru ;. Simulacie bezali
na osobnom pocitaci so stvorjadrovym CPU o frekvencii 3,4 GHz. Avsak program
R funguje tak, ze vypocet bezi iba na 1 jadre CPU. Pri ostatnych vypoctoch sme
si vytvorili novy projekt a tymto sposobom sme dokézali spustit paralelne vypocet
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pre dalSie modely, signifikantne sme tym usetrili ¢as. U obidvoch typoch simulécii
bola priblizne rovnaka vypoctova narocnost. Pochopitelne pretoze sme pocitali
vysledny model u obidvoch, rozdiel bol iba v poslednej casti vypoctu, ktory je
vypoctovo jednoduchy. Celkovy cas jednej simulacie zalezal od toho, ktora data
analyticka funkcia bola pouzita a takisto, ¢i boli data z nasyteného modelu alebo
nie. Z tabulky 3.14 vidime, ze ak neboli pouzité DAF, celkovy ¢as sa pohybo-
val od 220 sekiind(3,6 mintty) u vanila modelu az po 400 sekund(6,6 mintty) u
nasyteného modelu. Vypocet s DAF1(identifikdcia a odstranenie vzdialenych a
vplyvnych pozorovani) zaberal o nieco viac ¢asu ako vypocet bez DAF a vypo-
cet s DAF2(transformécia vysvetlovanej premennej) zabral o trochu viac ¢asu ako
vypocet s DAF1. Jednoznac¢ne najviac casovo naroény bol vypocet s DAF3(vyber
premennych), ktory zabral u vanila modelu 5 387 sekind(1,5 hodiny) a u nasyte-
ného modelu 17 313 sekind(4,8 hodiny). Dévodom tak vysokého nérastu Casovej
narocnosti je pouzitie funkcii ols _stepaic__backward a ols stepaic__forward, ktoré
sme opisali v 1.3.4. U ostatnych modeloch sa ¢as potrebny na vypocet pohyboval
medzi hodnotami vanila a nasyteného modelu.

‘ Celkovy cas vypocétu v sekundach

RMSE(0) Bez DAF | DAF1 | DAF2 | DAF3
Vanila 220 326 | 456 | 5 387
Nasyteny, n = 50 | 400 533 | 804 | 17313

Tabulka 3.14: Celkovy ¢as vypoctu pre vanila a nasyteny model.
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Zaver

Cielom nasej prace bolo v duchu analyzy [10] priblizit aky vplyv ma vy-
stavba linedrného regresného modelu(pouzitie data analytickych funkcii(DAF)
= identifikdcia a odstranenie vzdialenych a vplyvnych pozorovani, transforma-
cia vysvetlovanej premennej a vyber premennych) na presnost klasického odhadu
smerodatnej chyby odhadu regresnej funkcie v bode a odhadu regresného pa-
rametru ;. Kvalitu sme usudzovali pomocou odmocniny zo strednej Stvorcovej
chyby(RMSE), vid 2.3. Hlavny prinos tejto préce je postudenie do akej miery
dokéaze metdda bootstrap priblizit skutoé¢ni hodnotu kvality modelu merant po-
mocou RM SE. Na rozdiel od préce [10] sme aplikovali jednotlivé data analytické
funkcie osobitne a sktimali sme aky ciastkovy vplyv maji na odhad kvality fi-
nalného modelu. Rozhodli sme sa tak preto, lebo pri aplikovani vsetkych DAF
sme zistili, ze pouzitie transformacie vysvetlovanej premennej a zaroven vyber
premennych prinasa vysledky, ktoré sa silno nezhoduji s hodnotou, ktori by sme
ocakavali. V tomto pripade nepomohol ani bootstrap. Ako transforméaciu vysvet-
lovanej premennej sme pouzily bud odmocninu alebo logaritmus vysvetlovanej
premennej. Na takto transformovany model sme aplikovali vyber premennych a
dostali sme findlny model. Dalej sme pomocou findlného modelu ziskali odhad re-
gresnej funkcie v urcitom bode. V pripade, ze bola pouzita transformacia modelu,
bolo nutné kvoli porovnatelnosti hodndt spétne transformovat odhad regresnej
funkcie, aby sme dostali hodnotu, ktorda bola skalovo rovnaka ako mal finalny
model bez transformacie. V pripade odmocniny, spatna transformacia zahfna v
sebe druhi mocninu, v pripade logaritmusu spatnéa transformécia zahina expo-
nencialu. Exponencidla aj druhd mocnina urcitej hodnoty dokazu aj pri malych
zmenach tejto hodnoty dostat diametralne odlisny vysledok. Zaradenie alebo vy-
radenie urcitej vysvetlujicej premennej preto mohlo mat velky vipyv na vyslednu
hodnotu odhadu regresnej funkcie respektive odhadu regresného parametru .
Kombinéacia tychto dvoch DAF viedla k nerozumnym vysledkom, i ked osobitné
pouzitie transformacie alebo vyberu premennych prinasalo ocakavané vysledky.
Vystavba regresného modelu moze byt zlozity proces a urobit proceduru, ktora
vzdy urci vhodnu transforméaciu a spravny vyber premennych je narocné. Vratme
sa ale k vysledkom nasej analyzy.

Vysledky analyzy bez pouzitia DAF mdzme zosumarizovat nasledovne. Najprv
zhrnieme vysledky odhadu RMSE odhadu regresnej funkcie v uré¢itom bode. A
priori predpokladame, Ze nase data pochadzaju z linedrného regresného modelu,
preto vysledky Monte Carlo odhadu RMSE' st zhruba rovnaké pre vanila, he-
tero a kolinearny model. Nasyteny model dosiahol silno odlisné vysledky, ktoré
zhrnieme na konci. U nelinedrného modelu je diskrepancia medzi odhadmi, ktora
sme aj ocakavali. Konkrétne medzi hodnotou Monte Carlo odhadu RMSE, naiv-
nym odhadom smerodatnej odchylky a bootstrapovym odhadom RMSE. Pouzitie
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prvej DAF, teda odstranenie odlahlych a vplyvnych pozorovani spdsobilo pod-
hodnotenie naivného odhadu. Bootstrapovy odhad vo vsetkych modeloch okrem
nasyteného dosiahol lepsie vysledky ako naivny odhad. Problém s aproximaciou
skutocnej RM SE odhadu regresnej funkcie mal bootstrap v pripade kolinearného
modelu, vysledky boli avSak stale lepsie ako u naivného odhadu. Co sa tyka nasy-
teného modelu pre n = 30 bootstrap zlyhal, viac sa darilo naivnému odhadu, pre
n = 50 bootstrap nezlyhal ale hodnoty boli zna¢ne nadhodnotené, znova bol na-
ivny odhad blizsie skutocnému odhadu reprezentovanym Monte Carlo odhadom.
Na otazku, ktora z DAF sposobila najvacsie podhodnotenie naivného odhadu
RMSFE odhadu regresnej funkcie v bode sa neda jednoznacne odpovedat. Zavisi
to od zvoleného modelu.

Pri analyze odhadu RMSFE odhadu regresného parametru ; boli vysledky
podobné ako pri odhade RMSE odhadu regresnej funkcie. U nelinearného a
hetero modelu mal bootstrap tendenciu jemne nadhodnocovat odhad RMSE.
Metbéda Monte Carlo a bootstrapova metdoda tentokrat zlyhala pri kolinedrnom
modeli. U nasyteného modelu(pre n = 30 aj n = 50) zlyhal bootstrap pri pouziti
transformacie vysvetlovanej premennej. Bootstrap v ostatnych pripadoch apro-
ximoval velmi dobre skutoéni hodnotu RMSE oproti naivnému odhadu. Pri
obidvoch typoch simulaciach bolo zaujimavé pozorovat ako po pouziti transfor-
macii vysvetlovanej premennej rozdelenie naivného odhadu nebolo unimodalne u
nelinearneho, hetero a kolinearného modelu. Vo vacsine pripadov bolo rozdelenie
bootstrapovych odhadov menej Spicaté nez rozdelenie naivnych odhadov.

V nasej praci sme ukazali ako pri vystavbe linedrného regresného modelu, po-
uzité procediry(odstranenie odlahlych a vplyvnych pozorovani, transformécia a
vyber premennych) sposobia, ze naivny odhad RM SE odhadu regresnej funkcie
alebo regresného parametru je vyrazne podhodnoteny oproti skuto¢nej hodnote.
Demonstrovali sme ako je mozné, aj v pripade pouzitych data analytickych fun-
kcii, pomocou metddy bootstrap tspesne aproximovat skuto¢ni hodnotu RMSE
odhadu regresnej funkcie alebo odhadu regresného parametru. Navyse sme uka-
zali do akej miery jednotlivé data analytické funkcie sposobia podhodnotenie
naivného odhadu RMSE.
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